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La onnexion et la ourbure de Chern
du bré tangent d'une variété presque
omplexe
Nefton Pali
Résumé.-Sur une variété presque omplexe (X,J) l'opérateur ∂¯
J
induit une onnexion de type
(0, 1) sur le bré des (p, 0)-formes. Dans le as d'une struture presque omplexe intégrable ette
onnexion induit la struture holomorphe anonique du bré des (p, 0)-formes. En onsidérant
le as p = 1 on peut étendre la onnexion orrespondante à toutes les puissanes de Shur du
bré des (1, 0)-formes. En utilisant l'isomorphisme C-linéaire entre le bré des (1, 0)-formes et
le bré otangent omplexe T ∗X,J on déduit aussi des onnexions anoniques de type (0, 1) sur
les puissanes de Shur du bré otangent omplexe T ∗X,J .
Dans le as omplexe intégrable es onnexions donnent les strutures holomorphes anoniques
de es brés. Dans le as presque omplexe non intégrable les onnexions en question donnent
seulement les strutures holomorphes anoniques sur les restritions des brés orrespondants
aux images des ourbes J-holomorphes lisses.
Nous introduisons la notion de ourbure de Chern pour es brés, notion dont le sens géométrique
est la généralisation naturelle de la notion lassique de ourbure de Chern pour les brés holo-
morphes sur une variété omplexe.
Nous portons un intérêt partiulier au as du bré tangent en vue des appliations onernant la
régularisation des fontions J-plurisousharmoniques à l'aide du ot géodésique d'une onnexion
de Chern sur le bré tangent (voir [Pal℄). Cette méthode à été déjà utilisée par Demailly [Dem-2℄
dans le as omplexe intégrable.
Nous montrons une formule expliite qui relie la onnexion de Chern du bré tangent ave la
onnexion de Levi-Civita à l'aide des obstrutions géométriques dérivant de la torsion de la
struture presque omplexe et du défaut de la métrique à être sympletique. En partiulier nous
donnons une formule expliite qui permet de relier la torsion de la onnexion de Chern du bré
tangent ave les obstrutions préédentes. Une formule qui relie les deux onnexions préédentes
peut être aussi trouvée dans l'artile de Gauduhon [Gau℄. L'utilité de la onnexion de Chern
dans le problème de régularisation des fontions J-plurisousharmoniques dérive du fait que son
expression loale par rapport à des repères du bré des (1, 0)-veteurs tangents est la plus simple
possible parmi les onnexions hermitiennes.
Ensuite nous introduisons la notion de oordonnées presque omplexes au voisinage d'un point.
Cette notion nous permet d'étudier la façon dont la torsion de la struture presque omplexe et
le aratère non sympletique de la métrique se traduisent en une obstrution à l'existene de
oordonnées géodésiques omplexes, qui n'existent que dans le as Kählerien. Cette étude est
néessaire pour le alul asymptotique du ot géodésique induit par une onnexion de Chern sur
le bré tangent.
Abstrat.-The ∂¯
J
operator over an almost omplex manifold indues anonial onnetions
Mots-lés : Connexions de Chern, Courbure de Chern, Variétés presque omplexes, Coordonnées presque om-
plexes
Classiation AMS : 32C35.
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of type (0, 1) over the bundles of (p, 0)-forms. If the almost omplex struture is integrable then
the previous onnetions indue the anonial holomorphi strutures of the bundles of (p, 0)-
forms. For p = 1 we an extend the orresponding onnetion to all Shur powers of the bundle
of (1, 0)-forms. Moreover using the anonial C-linear isomorphism betwen the bundle of (1, 0)-
forms and the omplex otangent bundle T ∗X,J we dedue anonial onnetions of type (0, 1)
over the Shur powers of the omplex otangent bundle T ∗X,J . If the almost omplex struture is
integrable then the previous (0, 1)-onnetions indues the anonial holomorphi strutures of
those bundles. In the non integrable ase those (0, 1)-onnetions indues just the holomorphi
anonial strutures of the restritions of the orresponding bundles to the images of smooth
J-holomorphi urves. We introdue the notion of Chern urvature for those bundles. The ge-
ometrial meaning of this notion is a natural generalisation of the lassial notion of Chern
urvature for the holomophi vetor bundles over a omplex manifold. We have a partiular in-
terest for the ase of the tangent bundle in view of appliations onerning the regularisation of
J-plurisubharmoni fontions by means of the geodesi ow indued by a Chern onnetion on
the tangent bundle. This method has been used by Demailly [Dem-2℄ in the omplex integrable
ase. Our spei study in the ase of the tangent bundle gives an asymptoti expanson of the
Chern ow whih relates in a optimal way the geometri obstrutions aused by the torsion of
the almost omplex struture, and the non sympleti nature of the metri.
1 Connexions sur les faiseaux de modules de fontions C∞ au
dessus des variétés presque omplexes
Soit (X,J) une variété presque omplexe de lasse C∞ et de dimension réelle 2n. On désigne
par EX ≡ EX(R) le faiseau des fontions C
∞
à valeurs réelles, par pi1,0
J
: TX ⊗R C −→ T
1,0
X,J la
projetion sur le bré des (1, 0)-veteurs tangents et par pi0,1
J
elle sur le bré des (0, 1)-veteurs
tangents. On désigne par TX,J le bré tangent dont les bres sont munies de la struture omplexe
donnée par J et par
Ep,q
X,J
≡ E(Λp,q
J
T ∗X), Λ
p,q
J
T ∗X := Λ
p
C
(T 1,0X,J)
∗ ⊗
C
Λq
C
(T 0,1X,J )
∗
le faiseau des (p, q)-formes par rapport à la struture presque omplexe J . On rappelle que sur
une variété presque omplexe la diérentielle se déompose sous la forme
d = ∂
J
+ ∂¯
J
− θ
J
− θ¯
J
,
où pour toute k-forme omplexe ω ∈ E(Λk
C
(TX ⊗R C)
∗)(U) au dessus d'un ouvert U et tout
hamp de veteurs omplexes ξ0, ..., ξk ∈ E(TX ⊗R C)(U) on a les expressions suivantes :
∂
J
ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)jξ1,0j . ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk)+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ
1,0
l ]
1,0 + [ξ0,1j , ξ
1,0
l ]
0,1 + [ξ1,0j , ξ
0,1
l ]
0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
∂¯
J
ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)jξ0,1j . ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk)+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ
0,1
l ]
0,1 + [ξ0,1j , ξ
1,0
l ]
1,0 + [ξ1,0j , ξ
0,1
l ]
1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
2
θ
J
ω (ξ0, ..., ξk) := −
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ
1,0
l ]
0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
θ¯
J
ω (ξ0, ..., ξk) := −
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ
0,1
l ]
1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
ave ξ1,0 := pi1,0
J
(ξ), [·, ·]1,0 := pi1,0
J
[·, ·] et de façon analogue pour les indies (0, 1). Les bidegrés
des opérateurs ∂
J
, ∂¯
J
, θ
J
et θ¯
J
sont respetivement (1, 0), (0, 1), (2,−1) et (−1, 2). En eet
si ω ∈ Ep,q
X,J
(U) est une (p, q)-forme alors les (p + q + 1)-formes ∂
J
ω, ∂¯
J
ω, θ
J
ω, θ¯
J
ω sont nulles
en restrition aux brés Λr,s
J
TX , r + s = p + q + 1 respetivement aux bidegrés (r, s) 6= (p +
1, q), (r, s) 6= (p, q+1), (r, s) 6= (p+2, q−1), (r, s) 6= (p−1, p+2). On déduit alors que l'opérateur
T = ∂
J
, ∂¯
J
, θ
J
où θ¯
J
vérie la règle de Leibnitz
T (u ∧ v) = Tu ∧ v + (−1)deg uu ∧ Tv.
On a aussi les formules (∂
J
u) = ∂¯
J
u¯, (θ
J
u) = θ¯
J
u¯.
Dénition 1.1 On désigne par τ
J
∈ E(Λ2,0
J
T ∗X ⊗C T
0,1
X,J)(X) le tenseur de la torsion de la
struture presque omplexe dénie par la formule τ
J
(ξ, η) := [ξ1,0, η1,0]0,1 pour tout ξ, η ∈
E(TX ⊗R C)(U), où U ⊂ X désigne un ouvert quelonque. Le tenseur de la struture presque
omplexe est dit intégrable si τ
J
= 0.
On remarque que τ
J
= 0 si et seulement si θ
J
= 0, si et seulement si d = ∂
J
+ ∂¯
J
.
Note au leteur. Le C-isomorphisme anonique TX,J,x → T
1,0
X,J,x implique le C-isomorphisme
Λp,q
J
T ∗X,x ⊗C TX,J,x → Λ
p,q
J
T ∗X,x ⊗C T
1,0
X,J,x, α 7→ u. Pour tout veteur réel ξ ∈ Λ
p+q
R
TX,x on a
l'égalité α(ξ) = u(ξ) + u(ξ). en eet soit (ζk)k ⊂ (T
1,0
X,J,x)
⊕n
un repère omplexe de T 1,0X,J,x. Alors
(vk)k ⊂ (TX,J,x)
⊕n, vk = ζk+ ζ¯k est un repère omplexe de TX,J,x. La forme α s'érit alors sous la
forme α =
∑
k αk⊗J vk, α ∈ Λ
p,q
J
T ∗X,x et u =
∑
k αk⊗ζk. Pour tout élément ξ ∈ Λ
p+q
C
(TX⊗R C)
on a par dénition
α(ξ) =
∑
k
αk(ξ)×J vk =
∑
k
(αk(ξ)ζk + α(ξ)ζ¯).
Si ξ ∈ Λp+q
R
TX,x ⊂ Λ
p+q
C
(TX,x ⊗R C) on a l'égalité voulue. Nous onsidérons l'espae vetoriel
Rp,q
J
(TX,x ⊗R C) := {u+ u¯ | u ∈ Λ
p,q
J
T ∗X,x ⊗C T
1,0
X,J,x}
ave la struture de produit ×
J
dénie par la formule c ×
J
(u + u¯) := cu + cu, c ∈ C. Le fait
qu'une forme C-linéaire sur le omplexié TX,x ⊗R C de l'espae tangent TX,x soit déterminée
de façon univoque à partir de sa restrition à TX,x nous suggère qu'il est très naturel de on-
sidérer le C-isomorphisme Λp,q
J
T ∗X,x ⊗C TX,J,x → R
p,q
J
(TX,x ⊗R C), α 7→ u + u¯. Dans la suite on
identiera don les éléments de l'espae vetoriel Λp,q
J
T ∗X,x ⊗C TX,J,x ave les éléments du type
u+ u¯, u ∈ Λp,q
J
T ∗X,x ⊗C T
1,0
X,J,x. L'utilité d'un tel formalisme sera larié dans la suite. 
On dénit le tenseur de Nijenhuis
N
J
∈ E(Λ0,2
J
T ∗X ⊗C TX,J)(X)
par la formule N
J
:= τ
J
+ τ¯
J
. Bien évidemment N
J
= 0 si et seulement si τ
J
= 0. Il est
élémentaire de vérier l'identité :
4N
J
(ξ, η) = [ξ, η] + J [ξ, Jη] + J [Jξ, η] − [Jξ, Jη]
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pour tout hamp de veteurs omplexes ξ, η ∈ E(TX ⊗R C)(X). On rappelle le élèbre théorème
de Newlander-Nirenberg (voir [We℄, [Hör℄, [Dem-1℄, hapitre VIII, [Mal℄, [Nij-Woo℄ et [New-Nir℄).
Théorème 1.2 (Newlander-Nirenberg). Soit (X,J) une variété presque omplexe. L'exis-
tene d'une struture holomorphe OX sur la variété X telle que la struture presque omplexe
assoiée JOX soit égale à J est équivalente à l'intégrabilité de la struture presque omplexe J .
On onsidère les dénitions suivantes.
Dénition 1.3 Soient (X,J1) et (Y, J2) deux variétés presque omplexes et f : X → Y une
appliation diérentiable. L'appliation f est dite (J1, J2)-holomorphe si sa diérentielle vérie
la ondition J2(f(x)) · dxf = dxf · J1(x) pour tout x ∈ X.
Pour tout appliation diérentiable f : X → Y , la diérentielle df ∈ Γ(X,T ∗X ⊗R f
∗TY ) se
déompose sous la forme
df = ∂
J1,J2
f + ∂¯
J1,J2
f,
où
∂
J1,J2
f
|x
:=
1
2
(
dxf − J2(f(x)) · dxf · J1(x)
)
∂¯
J1,J2
f
|x
:=
1
2
(
dxf + J2(f(x)) · dxf · J1(x)
)
.
Bien évidemment
∂
J1,J2
f ∈ Γ(X,T ∗X,J1 ⊗C f
∗TY,J2)
∂¯
J1,J2
f ∈ Γ(X,T ∗X,−J1 ⊗C f
∗TY,J2)
et l'appliation f est (J1, J2)-holomorphe si et seulement si ∂¯J1,J2f = 0.
Dénition 1.4 Soit (X,J) une variété presque omplexe et (Σ, j) une ourbe holomorphe lisse.
Une ourbe (j, J)-holomorphe est une appliation diérentiable γ : (Σ, j) −→ (X,J) dont la
diérentielle vérie la ondition J(γ(z)) · dzγ = dzγ · j pour tout z ∈ Σ. On désigne par i
la struture presque omplexe anonique sur R
2 ≡ C. Une ourbe J-holomorphe loale est une
ourbe (i, J)-holomorphe γ : (B1δ , i) −→ (X,J) dénie sur le disque omplexe de rayon δ > 0.
On a alors qu'une appliation diérentiable γ : B1δ −→ X est une ourbe J-holomorphe loale
si et seulement si elle vérie l'équation ∂¯
j,J
γ( ∂∂t) = 0, z = t+ is qui s'érit expliitement sous la
forme
∂sγ = J(γ) · ∂tγ,
où ∂sγ := dγ(
∂
∂s). On peut montrer, (voir prop.2.3.6 dans l'artile de Sikorav, dans l'ouvrage
[Au-La℄) que si γ est une ourbe J-holomorphe alors γ ∈ C∞(B1δ ;X). On aura besoin aussi de
la dénition suivante.
Dénition 1.5 Soit G un faiseau de E(C)-modules sur X. Une onnexion sur le faiseau G est
un morphisme de faiseaux de groupes additifs ∇
G
: G −→ G ⊗
E
E(T ∗X) ≃ G ⊗E(C) E(T
∗
X ⊗R C) tel
que ∇
G
(g · f) = ∇G g · f + g ⊗ df pour tout g ∈ G(U) et f ∈ E(C)(U), où U ⊂ X est un ouvert
quelonque.
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La donnée d'une onnexion ∇
G
sur le faiseau de E(C)-modules G détermine de façon univoque
une dérivation sur le omplexe (G ⊗
E
E(Λk
R
T ∗X))k≥0. En eet on peut dénir l'extension
∇
G
: G ⊗
E
E(Λk
R
T ∗X) −→ G ⊗E E(Λ
k+1
R
T ∗X)
par la formule lassique
∇
G
ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)j∇
G
(ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξj)+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξj , ξl], ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk)
pour tout ω ∈ (G⊗
E
E(Λk
R
T ∗X))(U) et tout hamp de veteurs omplexes ξ0, ..., ξk ∈ E(TX⊗RC)(U)
L'extension ainsi dénie vérie la règle de Leibnitz ∇
G
(g ⊗ f) = ∇
G
g ∧ f + g ⊗ df pour tout
g ∈ G(U) et f ∈ E(Λk
R
T ∗X)(U). En eet
∇
G
(g ⊗ f) (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)j∇
G
(g · f(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξj)+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lg · f([ξj, ξl], ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk) =
=
∑
0≤j≤k
(−1)j
[
∇
G
g(ξj) · f(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk) + g · (ξj .f(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))
]
+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lg · f([ξj, ξl], ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk) =
= (∇
G
g ∧ f + g ⊗ df)(ξ0, ..., ξk).
Le fait que d2 = 0 entraîne l'existene du tenseur de ourbure de ∇G
Θ(∇
G
) ∈
(
End
E(C)
(G)⊗
E(C)
E(Λ2
R
T ∗X)
)
(X)
dénie par la formule Θ(∇G )(ξ, η) · g := (∇
2
G
g)(ξ, η) pour tout ξ, η ∈ E(TX)(U) et g ∈ G(U).
On note de plus par ξ∇
G
.g := ∇Gg(ξ) la dérivée ovariante de la setion g le long du hamp
de veteurs ξ. La dénition de l'extension de la onnexion ∇
G
implique de façon immédiate la
formule
ξ∇
G
. (η∇
G
. g) − η∇
G
. (ξ∇
G
. g) = [ξ, η]∇
G
. g +Θ(∇G )(ξ, η) · g.
Le tenseur de ourbure Θ(∇
G
) de la onnexion ∇
G
mesure don le défaut de ommutation des
dérivées ovariantes seondes des setions de G. Il est aussi élémentaire de vérier l'identité
∇2
G
ω = Θ(∇
G
) ∧ ω (1.1)
pour tout ω ∈ (G ⊗E E(Λ
•
R
T ∗X))(U). Le fait que les opérateurs θJ et θ¯J vérient la règle de
Leibnitz entraîne que
θ
J
∈ Hom
E(C)
(Ep,q
X,J
, Ep+2,q−1
X,J
)(X) et θ¯
J
∈ Hom
E(C)
(Ep,q
X,J
, Ep−1,q+2
X,J
)(X)
On dénit alors les opérateurs de torsion sur G
θ
G,J
:= I
G
⊗
E(C)
θ
J
: G ⊗
E(C)
Ep,q
X,J
−→ G ⊗
E(C)
Ep+2,q−1
X,J
θ¯G,J := IG ⊗E(C) θ¯J : G ⊗E(C) E
p,q
X,J
−→ G ⊗
E(C)
Ep−1,q+2
X,J
.
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De façon expliite es opérateurs sont dénis de façon analogue aux opérateurs θ
J
et θ¯
J
. Ce sont
des dérivations, autrement dit on a les formules
θ
G,J
(ω ∧ f) = θ
G,J
ω ∧ f + (−1)deg ω ω ∧ θ
J
f
θ¯
G,J
(ω ∧ f) = θ¯
G,J
ω ∧ f + (−1)deg ω ω ∧ θ¯
J
f
pour tout ω ∈ (G ⊗
E
E(Λ•
R
T ∗X)(U) et f ∈ E(Λ
•
R
T ∗X)(U). Comme dans le as de la diérentielle
extérieure on a la déomposition
∇
G
= ∇1,0
G,J
+ ∇0,1
G,J
− θ
G,J
− θ¯
G,J
où les opérateurs
∇1,0
G,J
: G ⊗
E(C)
Ep,q
X,J
−→ G ⊗
E(C)
Ep+1,q
X,J
et
∇0,1
G,J
: G ⊗
E(C)
Ep,q
X,J
−→ G ⊗
E(C)
Ep,q+1
X,J
sont dénis par les formules analogues à elles qui dénisent les opérateurs ∂¯
J
et ∂
J
,
∇1,0
G,J
ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)j∇
G
(ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξ
1,0
j )+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ1,0j , ξ
1,0
l ]
1,0 + [ξ0,1j , ξ
1,0
l ]
0,1 + [ξ1,0j , ξ
0,1
l ]
0,1, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk) (1.2)
et
∇0,1
G,J
ω (ξ0, ..., ξk) :=
∑
0≤j≤k
(−1)j∇
G
(ω(ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξk))(ξ
0,1
j )+
+
∑
0≤j<l≤k
(−1)j+lω([ξ0,1j , ξ
0,1
l ]
0,1 + [ξ0,1j , ξ
1,0
l ]
1,0 + [ξ1,0j , ξ
0,1
l ]
1,0, ξ0, ..., ξ̂j , ..., ξ̂l, ..., ξk) (1.3)
Le fait que ∇G vérie la règle de Leibnitz implique les formules
∇1,0
G,J
(g ⊗ f) = ∇1,0
G,J
g ∧ f + g ⊗ ∂
J
f
∇0,1
G,J
(g ⊗ f) = ∇0,1
G,J
g ∧ f + g ⊗ ∂¯
J
f
pour tout g ∈ G(U) et f ∈ E(Λ•
R
T ∗X)(U). En degré zéro on a les formules
∇1,0
G,J
g =
1
2
(
∇
G
g − i(∇
G
g) ◦ J
)
et ∇0,1
G,J
g =
1
2
(
∇
G
g + i(∇
G
g) ◦ J
)
pour tout g ∈ G(U). En général on a la dénition suivante.
Dénition 1.6 Soit G un faiseau de E(C)-modules sur X. Une onnexion de type (0, 1) sur le
faiseau G est un morphisme de faiseaux de groupes additifs ∇′′
G
: G −→ G ⊗
E(C)
E0,1
X,J
tel que
∇′′
G
(g · f) = ∇′′G g · f + g ⊗ ∂¯Jf pour tout g ∈ G(U) et f ∈ E(C)(U), où U ⊂ X est un ouvert
quelonque.
6
On a bien sûr une dénition analogue pour les onnexions de type (1, 0). Comme préédemment
une onnexion de type (0, 1), (resp. (1, 0)) peut être étendue grâe à la formule 1.3, (resp. 1.2) ou
grâe à la règle de Leibnitz. On rappelle maintenant que si A et B sont deux endomorphismes
du faiseau de E(C)-modules G ⊗
E
E(Λ•
R
T ∗X), leur rohet de ommutation est déni par la
formule [A,B] := AB − (−1)deg A·deg BBA. La déomposition préédente de ∇
G
implique la
déomposition suivante au niveau des opérateurs,
∇2
G
= (∇1,0
G,J
+ ∇0,1
G,J
− θ
G,J
− θ¯
G,J
)2 =
= (∇1,0
G,J
)2 − [∇0,1
G,J
, θ
G,J
]︸ ︷︷ ︸
2,0
+(∇0,1
G,J
)2 − [∇1,0
G,J
, θ¯
G,J
]︸ ︷︷ ︸
0,2
+ θ2
G,J︸︷︷︸
4,−2
+ θ¯2
G,J︸︷︷︸
−2,4
+
+ [∇1,0
G,J
,∇0,1
G,J
] + [θ
G,J
, θ¯
G,J
]︸ ︷︷ ︸
1,1
− [∇1,0
G,J
, θ
G,J
]︸ ︷︷ ︸
3,−1
− [∇0,1
G,J
, θ¯
G,J
]︸ ︷︷ ︸
−1,3
.
D'autre part en onsidérant la déomposition de la forme de ourbure
Θ(∇
G
) = Θ(∇
G
)2,0
J
+Θ(∇
G
)1,1
J
+Θ(∇
G
)0,2
J
en ses omposantes de type (2, 0), (1, 1), (0, 2) et la formule (1.1) on déduit les identités suivantes
au sens des opérateurs
Θ(∇
G
)2,0
J
∧ · = (∇1,0
G,J
)2 − [∇0,1
G,J
, θ
G,J
] Θ(∇
G
)0,2
J
∧ · = (∇0,1
G,J
)2 − [∇1,0
G,J
, θ¯
G,J
]
Θ(∇
G
)1,1
J
∧ · = [∇1,0
G,J
,∇0,1
G,J
] + [θ
G,J
, θ¯
G,J
] θ2
G,J
= 0, θ¯2
G,J
= 0
[∇1,0
G,J
, θ
G,J
] = 0 [∇0,1
G,J
, θ¯
G,J
] = 0.
En partiulier si G = E(C) et ∇G = d on a les identités supplémentaires
∂2
J
= [∂¯
J
, θ
J
], ∂¯2
J
= [∂
J
, θ¯
J
] et [∂
J
, ∂¯
J
] = −[θ
J
, θ¯
J
].
En onlusion on a les identités fondamentales de la géométrie presque omplexe :
∂2
J
= ∂¯
J
θ
J
+ θ
J
∂¯
J
, ∂¯2
J
= ∂
J
θ¯
J
+ θ¯
J
∂
J
,
∂
J
∂¯
J
+ ∂¯
J
∂
J
= −θ
J
θ¯
J
− θ¯
J
θ
J
,
∂
J
θ
J
= −θ
J
∂
J
, ∂¯
J
θ¯
J
= −θ¯
J
∂¯
J
,
θ2
J
= 0, θ¯2
J
= 0.
En général en degré zéro on a les formules
Θ(∇
G
)2,0
J
= (∇1,0
G,J
)2 − θ
G,J
∇0,1
G,J
, (1.4)
Θ(∇
G
)0,2
J
= (∇0,1
G,J
)2 − θ¯
G,J
∇1,0
G,J
, (1.5)
Θ(∇G )
1,1
J
= [∇1,0
G,J
,∇0,1
G,J
], (1.6)
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qui sont équivalentes aux identités évidentes
ξ1,0
∇
G
. (η1,0
∇
G
. g) − η1,0
∇
G
. (ξ1,0
∇
G
. g) = [ξ1,0, η1,0]
∇
G
. g +Θ(∇
G
)2,0
J
(ξ1,0, η1,0) · g,
ξ0,1
∇
G
. (η0,1
∇
G
. g) − η0,1
∇
G
. (ξ0,1
∇
G
. g) = [ξ0,1, η0,1]
∇
G
. g +Θ(∇
G
)0,2
J
(ξ0,1, η0,1) · g,
ξ1,0
∇
G
. (η0,1
∇
G
. g) − η0,1
∇
G
. (ξ1,0
∇
G
. g) = [ξ1,0, η0,1]
∇
G
. g +Θ(∇
G
)1,1
J
(ξ1,0, η0,1) · g.
On a don en partiulier que la omposante de type (2, 0), (resp. (0, 2)) du tenseur de ourbure
mesure le défaut de ommutation des dérivées ovariantes seondes des setions de G le long
des hamps de veteurs de type (1, 0), (resp. (0, 1)). La omposante de type (1, 1) du tenseur
de ourbure exprime le défaut de ommutation des dérivées ovariantes seondes des setions de
G le long des hamps de veteurs de type (1, 0) et (0, 1). Soit G un faiseau de E(C)-modules
loalement de type ni, soit ψ ≡ (ψ1, ..., ψr) ∈ G
⊕r(U) un système de générateurs loaux et
ω = ψ · f ∈ (G ⊗
E
E(Λk
R
T ∗X))(U), f ∈Mr,1(E(Λ
k
R
T ∗X)(U)).
Soient de plus A ∈Mr,r(E(T
∗
X )(U)), A
′
J
∈Mr,r(E
1,0
X,J
(U)), A′′
J
∈Mr,r(E
0,1
X,J
(U)) telles que ∇
G
ψ =
ψ ·A et A = A′
J
+A′′
J
. La règle de Leibnitz implique alors les égalités
∇
G
ω = ψ · (df +A ∧ f) et Θ(∇
G
) ∧ ω = ψ · (dA+A ∧A) ∧ f.
De plus on a les identités
∇1,0
G,J
ω = ψ · (∂
J
f +A′
J
∧ f), ∇0,1
G,J
ω = ψ · (∂¯
J
f +A′′
J
∧ f),
θ
G,J
ω = ψ · θ
J
f, θ¯
G,J
ω = ψ · θ¯
J
f.
En déomposant la 2-forme dA + A ∧ A où en expliitant les identités (1.4), (1.5) et (1.6) on
obtient les expressions loales suivantes.
Θ(∇G )
2,0
J
∧ ω = ψ · (∂
J
A′
J
+A′
J
∧A′
J
− θ
J
A′′
J
) ∧ f
Θ(∇
G
)0,2
J
∧ ω = ψ · (∂¯
J
A′′
J
+A′′
J
∧A′′
J
− θ¯
J
A′
J
) ∧ f
Θ(∇
G
)1,1
J
∧ ω = ψ · (∂¯
J
A′
J
+ ∂
J
A′′
J
+A′
J
∧A′′
J
+A′′
J
∧A′
J
) ∧ f,
2 Connexions hermitiennes sur les brés vetoriels au dessus des
variétés presque omplexes
Nous onsidérons à partir de maintenant un bré vetoriel omplexe C∞, F −→ X et G =
E(F ) :=faiseau des setions C∞ de F . Soit h ∈ E(F ∗ ⊗
C
F
∗
)(X) une métrique hermitienne sur
F . On rappelle qu'une onnexion
∇
F
: E(F ) −→ E(F )⊗
E
E(T ∗X) ≃ E(F )⊗E(C) E(T
∗
X ⊗R C)
sur F est dite h-hermitienne si pour tout hamp de veteurs omplexes ξ ∈ E(TX ⊗R C)(U) et
toute setions σ, τ ∈ E(F )(U), (U ⊆ X est un ouvert quelonque), on a la formule
ξ.h(σ, τ) = h(ξ∇ .σ, τ) + h(σ, ξ¯∇ .τ).
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Il est bien sûr équivalent de restreindre l'identité préédente aux seuls hamps de veteurs
ξ ∈ E(T 1,0X,J)(U). On a alors que la donnée d'une onnexion
∇′′
F
: E(F ) −→ E(F ) ⊗
E(C)
E0,1
X,J
de type (0, 1) entraîne l'existene d'une unique onnexion h-hermitienne ∇
F
sur le bré F telle
que ∇0,1
F
= ∇′′
F
. En eet la partie de type (1, 0) de ∇
F
est donnée par la formule
h(∇1,0
F
σ(ξ), τ) = ξ.h(σ, τ) − h(σ,∇′′
F
τ(ξ¯))
pour tout (1, 0)-hamp de veteurs ξ ∈ E(T 1,0X,J)(U) et toutes setions σ, τ ∈ E(F )(U). Bien
évidemment on a un résultat analogue pour les onnexions de type (1, 0). Soit (e1, ..., er) ∈
E(F )⊕r(U) un repère de F|U . On a l'identiation ∇F ≃e d+A par rapport au repère (e1, ..., er).
Soit de plus H := (h(eλ, eµ))λ,µ la matrie hermitienne de la métrique h. Le fait que la onnexion
∇
F
soit h-hermitienne équivaut loalement aux égalités
ξ.Hλ,µ =
∑
1≤s≤r
(
A′s,λ(ξ)Hs,µ +A
′′
s,µ(ξ¯)Hλ,s
)
,
ξ ∈ E(T 1,0X,J )(U). On a alors ave des notations matriielles la relation ∂JH = A
′t
J
H +HA′′
J
. Le
fait que la matrie H soit hermitienne implique que ette relation est équivalente à la relation
A′
J
= H
−1
(∂
J
H −A′′
J
t
H). (2.1)
On a en onlusion qu'une onnexion ∇
F
est h-hermitienne si et seulement si la relation (2.1)
est satisfaite sur tout les ouverts de trivialisation de F . Considérons maintenant le produit
sesquilinéaire
{·, ·}h : E(Λ
p
R
T ∗X ⊗R F )× E(Λ
q
R
T ∗X ⊗R F ) −→ E(Λ
p+q
R
T ∗X ⊗R C)
sur le faiseau E(Λ•
R
T ∗X ⊗R F ) déni par la formule
{σ, τ}h(ξ) =
∑
|I|=p
ε(I)h(σ(ξI ), τ(ξ¯∁I)),
où ξ = (ξ1, ..., ξp+q), ξj ∈ E(TX⊗RC)(U) et ε(I) désigne le signe de la permutation (1, ..., p+q) →
(I, ∁I). Alors le fait que la onnexion ∇
F
soit hermitienne est équivalent à l'identité plus générale
d{σ, τ}h = {∇F σ, τ}h + (−1)
deg σ{σ,∇
F
τ}h
qui équivaut aussi à une des identités
∂
J
{σ, τ}h = {∇
1,0
F,J
σ, τ}h + (−1)
deg σ{σ,∇0,1
F,J
τ}h
∂¯
J
{σ, τ}h = {∇
0,1
F,J
σ, τ}h + (−1)
deg σ{σ,∇1,0
F,J
τ}h.
On obtient alors, en appliquant la diérentielle extérieure à la première des trois identités préé-
dentes, l'identité 0 = {Θ(∇
F
)σ, τ}h + {σ,Θ(∇F )τ}h qui implique, pour des raisons de bidegré,
l'identité
0 = {Θ(∇
F
)1,1
J
σ, τ}h + {σ,Θ(∇F )
1,1
J
τ}h.
Si deg σ = deg τ = 0 on déduit l'égalité
0 = h
(
Θ(∇
F
)1,1
J
(ξ, η) · σ, τ
)
+ h
(
σ,Θ(∇
F
)1,1
J
(ξ¯, η¯) · τ
)
(2.2)
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qui montre que pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U) on a
iΘ(∇
F
)1,1
J
(ξ, η) ∈ E(Hermh(F ))(U),
où Hermh(F ) désigne le bré (réel) des endomorphismes h-hermitiens de F . Considérons main-
tenant l'expression loale de la omposante de type (1, 1) du tenseur de ourbure
Θ(∇
F
)1,1
J
=
∑
1≤λ,µ≤r
Cλ,µ ⊗ e
∗
µ ⊗ eλ
de la onnexion hermitienne ∇
F
. On a
C := ∂¯
J
A′
J
+ ∂
J
A′′
J
+A′
J
∧A′′
J
+A′′
J
∧A′
J
.
Si (ζk)k ∈ E(T
1,0
X,J )
⊕n(U) est un repère du bré T 1,0U,J , on a l'expression loale suivante
Θ(∇
F
)1,1
J
=
∑
1≤λ,µ≤r
1≤k,l≤n
Ck,lλ,µ ζ
∗
k ∧ ζ¯
∗
l ⊗ e
∗
µ ⊗ eλ.
L'identité (2.2) entraîne que si en un point x0 ∈ U le repère e1(x0), ..., er(x0) est h(x0)-
orthonormé alors on a les relations Ck,lλ,µ(x0) = C
l,k
µ,λ(x0). Si de plus ∇
0,1
F
ek(x0) = 0 pour tout k,
on obtient en utilisant l'expression (2.1) l'égalité
C(x0) = (∂¯J∂JH − ∂¯JH ∧ ∂JH + ∂JA
′′
J
− ∂¯
J
A′′
J
t
)(x0). (2.3)
3 Extension de l'opérateur ∂¯
J
aux puissanes de Shur du bré
des (1, 0)-formes
Rappelons qu'étant donné un espae vetoriel omplexe V de dimension omplexe r, les
représentations irrédutibles de GL
C
(V ) sont en orrespondane biunivoque ave le plus haut
poids λ = (λ1, ...λr), λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λr de la représentation d'un sous-tore maximal T
r ≃
(C∗)r < GL
C
(V ), (t1, ..., tr) 7→ t
λ1
1 · · · t
λr
r . On note S
λV l'espae de la représentation assoiée,
qu'on appelle puissane de Shur assoiée au poids λ. On a par exemple
S(m,0,...,0)V = SmV puissane symétrique usuelle
S(1,1,...,1,0,...,0)V = ΛkV puissane extérieure.
Nous renvoyons le leteur aux ouvrages lassiques de [Fu-Ha℄ pour une expliation détaillé de la
notion de puissane de Shur.
Considérons maintenant les onnexions de type (0, 1)
∂¯
J,p
:= (−1)p∂¯
J
: Ep,0
X,J
−→ Ep,0
X,J
⊗
E(C)
E0,1
X,J
sur les brés Λp,0
J
T ∗X . De façon expliite les onnetions ∂¯J,p sont dénies par les formules〈
∂¯
J,p
ω(η), ξ1, ..., ξp
〉
:= ∂¯
J
ω(η, ξ1, ..., ξp)
= η . ω(ξ1, ..., ξp) +
∑
1≤l≤p
(−1)lω([η, ξl]
1,0, ξ1, ..., ξ̂l, ..., ξp) (3.1)
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pour tout ω ∈ Ep,0
X,J
(U), η ∈ E(T 0,1X,J )(U) et ξ1, ..., ξp ∈ E(T
1,0
X,J )(U). Bien évidement dans le
as omplexe intégrable les faiseaux de OX,J -modules Ω
p
X,J ≡ O(Λ
p,0
J
T ∗X) := Ker ∂¯J,p sont
loalement libres et donnent une struture de bré vetoriel holomorphe aux brés Λp,0
J
T ∗X . De
plus on a l'identité
∂¯
J,p
= I
Ω
p
X,J
⊗
OX
∂¯
J
.
Dans le as presque omplexe, en étendant la onnexion ∂¯
J,1
à toutes les puissanes de Shur
F λ
J
:= SλΛ1,0
J
T ∗X on obtient des onnetions de type (0, 1) anoniques
∂¯Fλ
J
: E(F λ
J
) −→ E(Λ0,1
J
T ∗X ⊗C F
λ
J
)
sur les brés F λ
J
. De façon analogue, la onnexion induite sur T ∗X,J par ∂¯J,1 grâe au C-isomorphisme
anonique de Λ1,0
J
T ∗X ave T
∗
X,J peut être étendue aux puissanes de Shur S
λT ∗X,J . Pour sim-
plier nous désignerons aussi SλT ∗X,J par F
λ
J
. Les dénitions préédentes sont ompatibles ave
les dénitions lassiques de la géométrie omplexe. En eet dans le as omplexe intégrable
les brés F λ
J
admettent une struture holomorphe anonique donné par le faiseau des setions
holomorphes O(F λ
J
), qui est dénie de façon naturelle à partir du faiseau Ω1X,J . La onnexion
anonique de type (0, 1) sur le bré F λ
J
induite par le faiseau O(F λ
J
)
I
O(Fλ
J
)
⊗
OX
∂¯
J
oïnide évidement ave la onnexion ∂¯Fλ
J
induite par la onnexion ∂¯
J,1
et de plus on a toujours
l'égalité évidente
O(F λ
J
) = Ker ∂¯Fλ
J
.
Dans le as d'une variété omplexe intégrable on a don le diagramme ommutatif suivant.
Ω1X,J ←→ ∂¯J,1
O(F λ
J
)
❄
←→ ∂¯Fλ
J
❄
Dans le as presque omplexe non intégrable le faiseau OX := Ker ∂¯J est un faiseaux de fon-
tions onstantes pour un hoix générique de struture presque omplexe J non intégrable. Il sut
de prendre par example une struture fortement non intégrable. On rappelle qu'une struture
presque omplexe est dit fortement non-intégrable si le bré tangent est engendré pontuelle-
ment par les rohets des hamps de veteurs de type (0, 1). D'autre part dans ette situation
il n'existe pas de repères loaux omplexes (αk)k ∈ E(Λ
1,0
J
T ∗X)
⊕n(U) tels que ∂¯
J,1
αk ≡ 0 sur
l'ouvert U pour tout k = 1, ..., n, ar sinon ei entraînerait que le bré Λ1,0
J
T ∗X est plat, e qui
n'est pas toujours le as pour une variété presque omplexe. Un tel phénomène peut être aussi
envisagé pour les brés F λ
J
et la onnetion anonique ∂¯Fλ
J
.
Cependant la onnexion ∂¯Fλ
J
induit une struture holomorphe anonique sur toutes les restri-
tions F λ
J |γ(Σ)
du bré F λ
J
aux images des plongements (j, J)-holomorphes γ : (Σ, j) −→ (X,J)
d'une ourbe holomorphe lisse Σ ⊂ Cm. En eet la restrition
∂¯Fλ
J
|γ(Σ) : E
(
F λ
J |γ(Σ)
)
−→ E
(
Λ0,1
J
T ∗γ(Σ) ⊗C F
λ
J |γ(Σ)
)
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de la onnexion ∂¯Fλ
J
est bien évidement intégrable étant donné que Λ0,2
J
T ∗γ(Σ) = 0. La struture
holomorphe anonique sur le bré F λ
J |γ(Σ)
est alors donné par la formule
O
(
F λ
J |γ(Σ)
)
:= Ker
(
∂¯Fλ
J
|γ(Σ)
)
.
Soit h une métrique hermitienne quelonque sur F λ
J
. On dénit alors la onnexion de Chern Dh
Fλ
J
omme étant l'unique onnexion hermitienne sur F λ
J
telle que
(DhFλ
J
)0,1 = ∂¯Fλ
J
.
4 Expression loale des opérateurs ∂
J
, ∂¯
J
, θ
J
et θ¯
J
.
Soit (ζk)k ∈ E(T
1,0
X,J)
⊕n(U) un repère loale du bré T 1,0X,J et M
k, Nk, Uk, V k ∈Mn(E(U)) les
n× n-matries dénies par les relations
[ζ¯j, ζ¯r]
1,0
J
=
n∑
k=1
Nkj,r ζk [ζ¯j , ζ¯r]
0,1
J
=
n∑
k=1
Mkj,r ζ¯k
[ζj, ζr]
1,0
J
=
n∑
k=1
M
k
j,r ζk [ζj , ζr]
0,1
J
=
n∑
k=1
N
k
j,r ζ¯k
[ζj, ζ¯r]
1,0
J
=
n∑
k=1
Ukj,r ζk [ζj , ζ¯r]
0,1
J
=
n∑
k=1
V kj,r ζ¯k
On a les relations Mkj,r = −M
k
r,j, N
k
j,r = −N
k
r,j et V
k
j,r = −U
k
r,j . De plus on a l'expression loale
τ
J
=
∑
1≤k<l≤n
[ζk, ζl]
0,1
J
⊗ ζ∗k ∧ ζ
∗
l =
∑
1≤k<l≤n
1≤r≤n
N
r
k,l ζ
∗
k ∧ ζ
∗
l ⊗ ζ¯r
pour la forme de torsion de la struture presque omplexe J . On rappelle que les éléments
de l'espae vetoriel Λp,q
J
T ∗X,x ⊗C TX,J,x s'identient naturellement ave les éléments du type
u+ u¯, u ∈ Λp,q
J
T ∗X,x⊗C T
1,0
X,J,x. On introduit maintenant une notation très utile pour la suite. Soit
(ζk)k ∈ (T
1,0
X,J,x)
⊕n
un repère. Alors (ζk + ζ¯k)k ∈ (TX,J,x)
⊕n
est un repère omplexe de l'espae
vetoriel (TX,x, Jx). On notera
c×
J
ζk := c · ζk + c¯ · ζ¯k
l'opération de produit d'un salaire c ∈ C ave le veteur réel ζk + ζ¯k ∈ TX,x. Si α ∈ Λ
p,q
J
T ∗X,x
on notera
α⊗
J
ζk := α⊗ ζk + α¯⊗ ζ¯k
la (p, q)-forme à valeurs dans l'espae vetoriel TX,J,x. Ave es notations on aura par exemple
l'expression loale suivante pour le tenseur de Nijenhuis
N
J
=
∑
1≤k<l≤n
1≤r≤n
N rk,l ζ¯
∗
k ∧ ζ¯
∗
l ⊗J ζr =
∑
1≤k,l,r≤n
N rk,l ζ¯
∗
k ⊗ ζ¯
∗
l ⊗J ζr.
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Si f est une fontion on a ∂
J
f =
∑n
k=1 (ζk .f) ζ
∗
k , ∂¯Jf =
∑n
k=1 (ζ¯k .f) ζ¯
∗
k , θJf = 0 et θ¯Jf =
0. De plus en utilisant les expressions intrinsèques des opérateurs ∂
J
, ∂¯
J
, θ
J
et θ¯
J
on a les
expressions
∂
J
ζ∗k = −
∑
1≤l<t≤n
M
k
l,t ζ
∗
l ∧ ζ
∗
t ∂J ζ¯
∗
k =
∑
1≤l,t≤n
U
k
t,l ζ
∗
l ∧ ζ¯
∗
t
∂¯
J
ζ∗k = −
∑
1≤l,t≤n
Ukl,t ζ
∗
l ∧ ζ¯
∗
t ∂¯J ζ¯
∗
k = −
∑
1≤l<t≤n
Mkl,t ζ¯
∗
l ∧ ζ¯
∗
t
θ
J
ζ¯∗k =
∑
1≤l<t≤n
N
k
l,t ζ
∗
l ∧ ζ
∗
t θ¯J ζ
∗
k =
∑
1≤l<t≤n
Nkl,t ζ¯
∗
l ∧ ζ¯
∗
t
Soit
u =
∑
|K|=p
|L|=q
u
K,L
ζ∗
K
∧ ζ¯∗
L
une (p, q)-forme par rapport à la struture presque omplexe J . Le fait que l'opérateur T :=
∂
J
, ∂¯
J
, θ
J
où θ¯
J
vérie la règle de Leibnitz implique l'égalité
Tu =
∑
|K|=p
|L|=q
(
Tu
K,L
∧ζ∗
K
∧ ζ¯∗
L
+
p∑
j=1
(−1)j−1u
K,L
Tζ∗kj ∧ζ
∗
Kˆj
∧ ζ¯∗
L
+
q∑
j=1
(−1)p+j−1u
K,L
T ζ¯∗lj ∧ζ
∗
K
∧ ζ¯∗
Lˆj
)
,
où Kˆj := (k1, ..., kˆj , ..., kp) et analoguement pour Lˆj . On déduit alors les expressions loales
∂
J
u =
∑
|K|=p
|L|=q
( ∑
1≤r≤n
(ζr .uK,L) ζ
∗
r ∧ ζ
∗
K
∧ ζ¯∗
L
+
∑
1≤j≤p
1≤r<t≤n
(−1)ju
K,L
·M
kj
r,t ζ
∗
r ∧ ζ
∗
t ∧ ζ
∗
Kˆj
∧ ζ¯∗
L
−(−1)p
∑
1≤j≤q
1≤r,t≤n
(−1)ju
K,L
· U
lj
t,r ζ
∗
r ∧ ζ¯
∗
t ∧ ζ
∗
K
∧ ζ¯∗
Lˆj
)
(4.1)
∂¯
J
u =
∑
|K|=p
|L|=q
( ∑
1≤r≤n
(ζ¯r .uK,L) ζ¯
∗
r ∧ ζ
∗
K
∧ ζ¯∗
L
+
∑
1≤j≤p
1≤r,t≤n
(−1)ju
K,L
· U
kj
r,t ζ
∗
r ∧ ζ¯
∗
t ∧ ζ
∗
Kˆj
∧ ζ¯∗
L
+(−1)p
∑
1≤j≤q
1≤r<t≤n
(−1)ju
K,L
·M
lj
r,t ζ¯
∗
r ∧ ζ¯
∗
t ∧ ζ
∗
K
∧ ζ¯∗
Lˆj
)
(4.2)
θ
J
u = −(−1)p
∑
|K|=p
|L|=q
∑
1≤j≤q
1≤r<t≤n
(−1)ju
K,L
·N
lj
r,t ζ
∗
r ∧ ζ
∗
t ∧ ζ
∗
K
∧ ζ¯∗
Lˆj
(4.3)
θ¯
J
u = −
∑
|K|=p
|L|=q
∑
1≤j≤p
1≤r<t≤n
(−1)ju
K,L
·N
kj
r,t ζ¯
∗
r ∧ ζ¯
∗
t ∧ ζ
∗
Kˆj
∧ ζ¯∗
L
(4.4)
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5 Relation entre la onnexion de Chern du bré tangent TX,J
d'une variété presque omplexe et la onnetion de Levi-Civita
Pour p = 1 la dénition (3.1) de la onnexion ∂¯
J,1 s'érit sous la forme
∂¯
J,1
α(η) · ξ = η . α(ξ)− α([η, ξ]1,0)
pour tout α ∈ E1,0
X,J
(U), η ∈ E(T 0,1X,J)(U) et ξ ∈ E(T
1,0
X,J )(U). La onnexion duale
∂¯
T
1,0
X,J
: E(T 1,0X,J) −→ E(Λ
0,1
J
T ∗X ⊗C T
1,0
X,J)
sur le bré T 1,0X,J , dénie par la formule
(∂¯
J,1α) · ξ = ∂¯J (α · ξ)− α · ∂¯
T
1,0
X,J
ξ
vérie alors l'identité
∂¯
T
1,0
X,J
ξ(η) = [η, ξ]1,0.
Soit (ζk)k ∈ E(T
1,0
X,J)
⊕n(U) un repère loal du bré T 1,0X,J et A
′′
J
=
∑
r(A
′′
J
)r ζ¯∗r la forme de
onnexion de ∂¯
T
1,0
X,J
par rapport au repère en question. On a alors
∂¯
T
1,0
X,J
ζj(ζ¯r) = −[ζj, ζ¯r]
1,0 =
∑
k
(A′′
J
)k,j(ζ¯r)ζk = −
∑
k
Ukj,r ζk.
On déduit alors la formule (A′′
J
)rk,j = −U
k
j,r. En utilisant l'isomorphisme C-linéaire anonique du
bré T 1,0X,J ave le bré tangent TX,J on déduit la onnexion de type (0, 1) anonique
∂¯
TX,J
: E(TX,J) −→ E(Λ
0,1
J
T ∗X ⊗C TX,J)
du bré tangent TX,J . De façon expliite on a pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U)
l'expression suivante :
∂¯
TX,J
ξ(η) = ∂¯
TX,J
ξ(η0,1) = [η0,1ξ1,0]1,0 + [η1,0, ξ0,1]0,1
=
1
4
(
[η, ξ] + [Jη, Jξ] + J [Jη, ξ] − J [η, Jξ]
)
.
Soit ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) une métrique hermitienne sur TX,J . On désignera par
Dω
J
: E(TX,J ) −→ E(T
∗
X ⊗R TX,J)
la onnexion de Chern du bré hermitien (TX,J , ω), autrement dit l'unique onnexion ω-hermitienne
telle que
(Dω
J
)0,1 = ∂¯
TX,J
.
Considérons maintenant la métrique riemannienne J-invariante assoiée g := ω(·, J ·) ∈ E(S2
R
T ∗X)(X).
On désigne par
∇g : E(TX) −→ E(T
∗
X ⊗R TX)
la onnexion de Levi-Civita relative à la métrique riemannienne g. Dans la suite on aura besoin
de onsidérer la déomposition
Λk
R
T ∗X ⊗R TX,J ≃C Λ
k
C
(TX ⊗R C)
∗ ⊗
C
TX,J ≃C
⊕
p+q=k
Λp,q
J
T ∗X ⊗C TX,J .
Le théorème suivant relie la onnexion de Levi-Civita ave une onnexion fondamentale de la
géométrie presque omplexe. Une autre formule peut être trouve dans [Gau℄.
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Théorème 5.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe, ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) une métrique
hermitienne sur TX,J et g := ω(·, J ·) ∈ E(S
2
R
T ∗X)(X) la métrique riemannienne J-invariante
assoiée à ω. Il existe deux tenseurs réels
δ
J
ω ∈ E((T ∗X)
⊗2 ⊗
R
TX)(X) et N
ω
J
∈ E((T 0,1X,J )
∗,⊗2 ⊗
C
TX,J)(X)
tels que dω = 0 si et seulement si δ
J
ω = 0 ; N
J
= 0 si et seulement si Nω
J
= 0. La onnexion de
Chern Dω
J
du bré hermitien (TX,J , ω) est relié à la onnetion de Levi-Civita ∇
g
par la formule
Dω
J , ξ
η := ∇gξ η + δJω(ξ, η) −N
ω
J
(ξ, η) (5.1)
pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U), (U ⊆ Xouvert arbitraire). Le 2-tenseur réel
δ
J
ω est déni par la formule
2δ
J
ω(ξ, η) :=
[
γ2,0
ω,J
+ γ0,2
ω,J
]
(ξ, η) + Jγ1,1
ω,J
(ξ, Jη)
où
γ2,0
ω,J
∈ E(Λ2,0
J
T ∗X ⊗C TX,J)(X), γ
1,1
ω,J
∈ E(Λ1,1
J
T ∗X ⊗C TX,J)(X) et γ
0,2
ω,J
∈ E(Λ0,2
J
T ∗X ⊗C TX,J)(X)
sont les omposantes, (par rapport à la struture presque omplexe J) de la 2-forme réelle
γω ∈ E(Λ
2T ∗X ⊗R TX)(X) dénie par la formule
ω(γω(ξ, η), µ) = dω(ξ, η, µ)
pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(X). Enn le (0, 2)-tenseur réel N
ω
J
est dénie
par la formule Nω
J
:= τω
J
+ τ¯ω
J
où
τω
J
∈ E((T 0,1X,J )
∗,⊗2 ⊗
C
T 1,0X,J)(X)
est le (0, 2)-tenseur déni par la formule
ω(τω
J
(ξ, η), µ) = ω(ξ, [η, µ]1,0)
pour tout (0, 1)-hamp de veteurs ξ, η, µ ∈ E(T 0,1X,J )(X). La forme de torsion TDωJ
de la onnex-
ion de Chern Dω
J
vérie l'identité
TDω
J
(ξ, η) = −
[
γ2,0
ω,J
+ γ0,2
ω,J
]
(ξ, η) −Nω
J
(ξ, η) +Nω
J
(η, ξ). (5.2)
Si N
J
= 0 alors γ0,2
ω,J
= 0.
Preuve
Expression de la onnexion de Chern Dω
J
du bré hermitien (TX,J , ω).
Soit hω la forme hermitienne sur le bré TX,J assoiée à ω. On rappelle qu'elle est dénie par la
formule hω(ξ, η) := ω(ξ, Jη) − iω(ξ, η). La onnexion de Chern D
ω
J
est dénie par les formules
Dω
J , ξ
η = Dω
J , ξ1,0
η + ∂¯
TX,J
η(ξ0,1),
hω(D
ω
J , ξ1,0
η , µ) = ξ1,0. hω(η, µ) − hω(η, ∂¯TX,J η(ξ
0,1)) (5.3)
pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(U). L'identité hω(ξ, η) = hω(ξ
1,0, η0,1) =
−2iω(ξ1,0, η0,1) et la dénition de la onnexion anonique ∂¯
TX,J
montrent que la formule 5.3 est
équivalente à la formule
ω(Dω
J , ξ1,0
η , µ0,1) = ξ1,0. ω(η1,0, µ0,1)− ω(η1,0, [ξ1,0, µ0,1]0,1)
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On obtient en onlusion que la onnexion de Chern peut étre dénie par la formule
ω(Dω
J , ξ
η , µ0,1) = ξ1,0. ω(η1,0, µ0,1)− ω(η1,0, [ξ1,0, µ0,1]0,1) + ω([ξ0,1, η1,0]1,0, µ0,1) (5.4)
pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(U).
Expression de la onnexion de Levi-Civita ∇g.
La onnexion de Levi-Civita ∇g : E(TX) −→ E(T
∗
X ⊗R TX) est dénie par la formule lassique
2g(∇gξ η, µ) = ξ .g(η, µ) − µ .g(ξ, η) + η .g(µ, ξ)
−g(ξ, [η, µ]) + g(µ, [ξ, η]) + g(η, [µ, ξ])
pour tout hamp de veteurs réels ξ, η, µ ∈ E(TX)(U). Bien évidemment la dénition préédente
est équivalente à la formule
2ω(∇gξ η,−iµ
0,1) = ξ . ω(η1,0,−iµ0,1)− µ0,1. ω(ξ, Jη) + η . ω(µ0,1, iξ1,0)
−ω(ξ, J [η, µ0,1]) + ω(µ0,1, i[ξ, η]1,0) + ω(η, J [µ0,1, ξ]). (5.5)
Expression des 2-tenseurs γ2,0
ω,J
, γ1,1
ω,J
(·, J ·) et γ0,2
ω,J
.
On rappelle que les éléments de l'espae vetoriel Λp,q
J
T ∗X,x ⊗C TX,J,x s'identient naturellement
ave les éléments du type u + u¯, u ∈ Λp,q
J
T ∗X,x ⊗C T
1,0
X,J,x, (voir la setion 1). On a don les
identitées
γ2,0
ω,J
= γˆ2,0
ω,J
+ γˆ2,0ω,J , γ
1,1
ω,J
= γˆ1,1
ω,J
+ γˆ1,1ω,J , γ
0,2
ω,J
= γˆ0,2
ω,J
+ γˆ0,2ω,J ,
sur TX , ave
γˆ2,0
ω,J
∈ E(Λ2,0
J
T ∗X ⊗C T
1,0
X,J)(X), γˆ
1,1
ω,J
∈ E(Λ1,1
J
T ∗X ⊗C T
1,0
X,J)(X) et γˆ
0,2
ω,J
∈ E(Λ0,2
J
T ∗X ⊗C T
1,0
X,J)(X).
La déomposition dω = ∂
J
ω + ∂¯
J
ω − θ
J
ω − θ¯
J
ω implique alors les identitées
ω(γˆ2,0
ω,J
(ξ, η), µ0,1) = ω(γˆ2,0
ω,J
(ξ1,0, η1,0), µ0,1) = ∂
J
ω(ξ1,0, η1,0, µ0,1),
ω(γˆ1,1
ω,J
(ξ, Jη), µ0,1) = ω(γˆ1,1
ω,J
(ξ1,0,−iη0,1), µ0,1) + ω(γˆ1,1
ω,J
(ξ0,1, iη1,0), µ0,1) =
= ∂¯
J
ω(ξ1,0,−iη0,1, µ0,1) + ∂¯
J
ω(ξ0,1, iη1,0, µ0,1),
ω(γˆ0,2
ω,J
(ξ0,1, η0,1), µ0,1) = −θ¯
J
ω(ξ0,1, η0,1, µ0,1)
En expliitant les formes ∂
J
ω, ∂¯
J
ω et θ¯
J
ω dans les identitées préédentes on obtient les expres-
sions suivantes
ω(γˆ2,0
ω,J
(ξ, η), µ0,1) = ξ1,0. ω(η1,0, µ0,1)− η1,0. ω(ξ1,0, µ0,1)
−ω([ξ1,0, η1,0]1,0, µ0,1) + ω([ξ1,0, µ0,1]0,1, η1,0)− ω([η1,0, µ0,1]0,1, ξ1,0), (5.6)
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ω(γˆ1,1
ω,J
(ξ, Jη), µ0,1) = iη0,1. ω(ξ1,0, µ0,1)− iµ0,1. ω(ξ1,0, η0,1)
+iξ0,1. ω(η1,0, µ0,1)− iµ0,1. ω(η1,0, ξ0,1)
+iω([ξ1,0, η0,1]1,0, µ0,1)− iω([ξ1,0, µ0,1]1,0, η0,1) + iω([η0,1, µ0,1]0,1, ξ1,0)
+iω([η1,0, ξ0,1]1,0, µ0,1)− iω([η1,0, µ0,1]1,0, ξ0,1) + iω([ξ0,1, µ0,1]0,1, η1,0) (5.7)
et en n
ω(γˆ0,2
ω,J
(ξ0,1, η0,1), µ0,1) = −ω([ξ0,1, η0,1]1,0, µ0,1)
+ω([ξ0,1, µ0,1]1,0, η0,1)− ω([η0,1, µ0,1]1,0, ξ0,1). (5.8)
En remplaçant −iµ0,1 à la plae de µ0,1 dans les identitées 5.6 et 5.8, en sommant les identitées
obtenues ave l'identité 5.7 et en tenant ompte de la formule 5.4 on obtient l'identité voulue 5.1.
Le fait que le 2-tenseur γ1,1
ω,J
(·, J ·) est symétrique implique l'identité 5.2 sur la forme de torsion
de la onnexion de Chern. 
6 La ourbure de Chern des puissanes de Shur du bré des
(1, 0)-formes
On a la dénition suivante.
Dénition 6.1 Le tenseur de ourbure de Chern
Ch(F
λ
J
) ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X ⊗C F
λ, ∗
J
⊗
C
F λ
J
)(X)
du bré vetoriel hermitien (F λ
J
, h) −→ (X,J) est la (1, 1)-forme donnée par la formule
Ch(F
λ
J
) := Θ(DhFλ
J
)1,1.
La ourbure de Chern
ChFλ
J
∈ E(Herm(TX,J ⊗C F
λ
J
))(X)
est la forme hermitienne sur le bré vetoriel omplexe TX,J ⊗C F
λ
J
dénie par la formule
ChFλ
J
(ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) := h(Ch(F
λ
J
)(ξ1,0
J
, η0,1
J
) · σ, τ)
pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U) et setions σ, τ ∈ E(F
λ
J
)(U) sur un ouvert U
quelonque.
La ourbure de Chern Ch
Fλ
J
est une forme hermitienne sur le bré vetoriel omplexe TX,J ⊗C F
λ
J
grâe à la relation (2.2) (remarquée dans la setion 2). Soit
Ch(F
λ
J
) =
∑
1≤l,m≤rλ
1≤j,k≤n
Cj,kl,m ζ
∗
j ∧ ζ¯
∗
k ⊗ e
∗
m ⊗ el
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l'expression loale du tenseur de ourbure de Chern, (ii rλ := rgCF
λ
J
). Si le repère loal (el)l ∈
E(F λ
J
)⊕rλ(U) est h(x0)-orthonormé en un point x0 alors l'expression loale de la ourbure de
Chern s'érit sous la forme
ChFλ
J
(x0) =
∑
1≤l,m≤rλ
1≤j,k≤n
Cj,kl,m(x0) ζ
∗
j ⊗ e
∗
m ⊗ ζ¯
∗
k ⊗ e¯
∗
l
où les oeients vérient la relation Cj,kl,m(x0) = C
k,j
m,l(x0) vue dans la setion 2. Remarquons
que (ζ∗k|TX
)k ∈ E(T
∗
X,J)
⊕n(U) est le repère dual du repère (ζk+ ζ¯k)k ∈ E(TX,J)
⊕n(U) par rapport
à la struture J . Bien évidemment il est équivalent de donner soit le tenseur de ourbure soit la
ourbure de Chern. On aura besoin de la dénition suivante.
Dénition 6.2 Une setion σ ∈ E(F λ
J
)(U) est dite presque-holomorphe au point x ∈ U si on a
∂¯ σ(x) = 0. Un repère loal (σk)k ⊂ E(F
λ
J
)(U) est dit presque-holomorphe spéial au point x ∈ U
si ∂¯ σk(x) = 0 et (D
h)1,0 ∂¯ σk(x) = 0 pour tout k.
La dénition de repère loal presque-holomorphe spéial en un point est indépendante de la
métrique hermitienne. En eet si A′′σ est la matrie de la onnexion de type (0, 1) anonique du
bré vetoriel F λ
J
relative au repère (σk)k ⊂ E(F
λ
J
)(U), la ondition que le repère loal (σk)k
soit presque-holomorphe spéial au point x s'exprimé par les égalités A′′σ(x) = 0 et ∂JA
′′
σ(x) = 0.
Le lemme élémentaire suivant donne une première idée de l'utilité de la notion de ourbure de
Chern.
Lemme 6.0.1 Soient σ, τ ∈ E(F λ
J
)(U) deux setions presque-holomorphes en un point x ∈ U
du bré hermitien (F λ
J
, h) −→ (X,J) et ξ, η ∈ E(TX)(U) deux hamps de veteurs réels. Alors
au point x on a l'identité
ChFλ
J
(ξ ⊗ σ, η ⊗ τ)|x = ∂¯J∂J h(σ, τ)(ξ
1,0, η0,1)|x + h(ξ
1,0
D
. σ, η1,0
D
. τ)|x
+h(ξ1,0
D
. η0,1
D
. σ, τ)|x + h(σ, η
1,0
D
. ξ0,1
D
. τ)|x. (6.1)
Soit (σk)k ⊂ E(F
λ
J
)(U) un repère loal presque-holomorphe spéial au point x ∈ U . Alors au
point x on a l'identité
ChFλ
J
(ξ ⊗ σk, η ⊗ σl)|x = ∂¯J∂J h(σk, σl)(ξ
1,0, η0,1)|x + h(ξ
1,0
D
. σk, η
1,0
D
. σl)|x. (6.2)
En partiulier
i∂
J
∂¯
J
|σk|
2
h (ξ, Jξ)|x = −2 C
h
Fλ
J
(ξ ⊗ σk, ξ ⊗ σk)|x + 2 |ξ
1,0
D
. σk|
2
h |x. (6.3)
Dans le as d'une variété omplexe (X,J) et d'un bré vetoriel holomorphe hermitien (F, h) −→
(X,J) on a pour toutes setions holomorphes σ, τ ∈ O(F )(U) l'identité
ChF (ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) = ∂¯J∂J h(σ, τ)(ξ
1,0, η0,1) + h(ξ1,0
D
. σ, η1,0
D
. τ)
sur l'ouvert U . On déduit en partiulier la formule remarquable suivante
i∂
J
∂¯
J
|σ|2h (ξ, Jξ) = −2 C
h
F (ξ ⊗ σ, ξ ⊗ σ) + 2 |ξ
1,0
D
. σ|2h
qui montre que pour tout setion holomorphe σ ∈ O(F )(U) la fontion |σ|2h est plurisoushar-
monique sur l'ouvert U si la ourbure du bré F est négative au sens de Griths, autrement
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dit si ChF (ξ ⊗ σ, ξ ⊗ σ) ≤ 0 pour tout ξ ∈ TX,x et σ ∈ Fx, (voir [Gri℄ et [Dem-1℄, hapitre VII
pour des appliations fondamentales de la notion de ourbure au sens de Griths). On déduit
en partiulier que si la variété omplexe X est ompate, onnexe et σ ∈ O(F )(X) est une se-
tion globale d'un bré vetoriel holomorphe F admettant une métrique hermitienne à ourbure
négative au sens de Griths alors le setion σ est identiquement nulle sur X si elle s'annule en
un point. On remarque que la notion de positivité (négativité) au sens de Griths pour un bré
(F λ
J
, h) ne signie rien d'autre que pour tout veteur réel ξ ∈ TX,J l'endomorphisme h-hermitien
iCh(F
λ
J
)(ξ, Jξ) est positif (négatif). Si la ourbure du bré (F λ
J
, h) est stritement négative au
sens de Griths en un point x alors on déduit d'après la formule (6.3) que les fontions |σk|
2
h
sont stritement J-plurisousharmoniques au voisinage du point x, (voir [Pal℄ pour la notion de
fontion stritement J-plurisousharmoniques et pour plus de détails).
Preuve du lemme 6.0.1. On a l'égalité
∂
J
∂¯
J
h(σ, τ) = {D1,0
F
∂¯
F
σ, τ}h − {∂¯F σ, ∂¯F τ}h + {D
1,0
F
σ,D1,0
F
τ}h + {σ, ∂¯FD
1,0
F
τ}h.
Le fait que deg σ = deg τ = 0 et l'identité {Ch(F ) · σ, τ}h + {σ, Ch(F ) · τ}h = 0 impliquent
∂
J
∂¯
J
h(σ, τ) = −{Ch(F ) · σ, τ}h − {σ,D
1,0
F
∂¯
F
τ}h + {D
1,0
F
∂¯
F
σ, τ}h
−{∂¯
F
σ, ∂¯
F
τ}h + {D
1,0
F
σ,D1,0
F
τ}h. (6.4)
En expliitant l'égalité préédente par rapport au hamps de veteurs réels ξ et η on obtient
l'identité
Ch
F
(ξ ⊗ σ, η ⊗ τ) = ∂¯
J
∂
J
h(σ, τ)(ξ1,0, η0,1) + h(ξ1,0
D
. η0,1
D
. σ, τ) + h(σ, η1,0
D
. ξ0,1
D
. τ)
+h([η0,1, ξ1,0]0,1
D
. σ, τ) + h(σ, [ξ0,1, η1,0]0,1
D
. τ) + h(ξ1,0
D
. σ, η1,0
D
. τ) + h(η0,1
D
. σ, ξ0,1
D
. τ)
qui permet de déduire la formule (6.1). Soit (σk)k le repère de l'énone du lemme. On déduit
d'après l'identité (6.4) l'égalité suivante au point x ;
∂
J
∂¯
J
h(σk, σl)|x = −{Ch(F ) · σk, σl}h |x + {D
1,0
F
σk,D
1,0
F
σl}h |x
qui permet de onlure la preuve du lemme. 
Dans la sous-setion suivante on montre l'existene de repères loaux (σk)k ⊂ E(F
λ
J
)(U) presque-
holomorphes spéiaux en un point x ∈ U tels que Dω
J
σk(x) = 0 pour tout k. Dans e as on
déduit d'après les formules (6.2) et (6.3) les identités suivantes au point x ;
Cω
X,J
(ξ ⊗ σk, η ⊗ σl)|x = ∂¯J∂J h(σk, σl)(ξ
1,0, η0,1)|x
i∂
J
∂¯
J
|σk|
2
h (ξ, Jξ)|x = −2 C
h
Fλ
J
(ξ ⊗ σk, ξ ⊗ σk)|x,
pour tout hamps de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(U).
6.1 Interprétation géométrique de la notion de ourbure de Chern dans le
as presque omplexe
Le lemme fondamental suivant est une version presque omplexe d'un lemme lassique de la
géométrie hermitienne omplexe (voir [Dem-1℄, hapitre V).
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Lemme 6.1.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe et (F λ
J
, h) −→ (X,J) le bré vetoriel
hermitien d'une puissane de Shur du bré des (1, 0)-formes. Soient (z1, ..., zn) des oordonnées
C∞ omplexes entrées en un point x telles que J(x) = J0, où J0 désigne la struture presque
omplexe anonique relative à es oordonnées. Il existe un repère loal (σk)k ∈ E(F
λ
J
)⊕rλ(Ux)
presque-holomorphe spéial au point x pour lequel les oeients de la métrique hermitienne h
s'érivent sous la forme
h(σl, σm) = δl,m +
∑
1≤j,k≤n
Hj,k¯l,m zj z¯k +O(|z|
3).
Quel que soit le hoix du repère (σk)k ∈ E(F
λ
J
)⊕rλ(Ux) presque-holomorphe spéial au point x
pour lequel les oeients de la métrique hermitienne h s'érivent sous la forme préédente on
a les expressions suivantes pour le tenseur de ourbure et la ourbure de Chern au point x :
Ch(F
λ
J
)|x = −
∑
1≤l,m≤rλ
1≤j,k≤n
Hj,k¯l,m dzj ∧ dz¯k ⊗ σ
∗
m ⊗ σl (6.5)
ChFλ
J
(ξ ⊗ σl, η ⊗ σm)|x = ∂¯J∂J h(σl, σm)(ξ
1,0, η0,1)|x, (6.6)
pour tout hamp de veteurs réels ξ, η ∈ E(TX)(Ux) et tout indie l, m.
Le lemme nous montre que la ourbure de Chern au point x mesure l'obstrution à l'existene
de repères loaux presque-holomorphes spéiaux et orthonormaux à l'ordre deux en x.
Preuve. Soit e ≡ (ek)k ∈ E(F
λ
J
)⊕rλ(Ux) un repère loal h(x)-orthonormé au point x. On peut
supposer que la forme de la onnexion de Chern Dh
Fλ
relative à e repère vérie la ondition
Ae(x) = 0. En eet en eetuant un hangement de repère e
′ = e·g0 ave g0 = I+O(|z|), dg0(x) =
−Ae(x) on a que la forme de onnexion Ae′ = g
−1
0 (dg0 + Ae · g0) relative au repère e
′
vérie la
propriété voulue. Soient
(He)l,m = δl,m +
∑
1≤j≤n
(
Hjl,m zj +H
j
m,l z¯j
)
+
∑
1≤j,k≤n
(
Hj,kl,m zjzk +H
j,k
m,l z¯j z¯k + Hˆ
j,k¯
l,m zj z¯k
)
+O(|z|3)
les oeients de la métrique hermitienne h par rapport au repère e. La relation
A′e = H
−1
e (∂JHe −A
′′
e
t
He)
ombinée ave les égalités A′e(x) = 0, A
′′
e(x) = 0 implique alors ∂¯JHe(x) = 0 et don H
j
l,m = 0
pour tout les indies j, l,m. Par rapport aux oordonnées hoisies on a l'ériture
(∂
J
A′′e)m,l =
∑
1≤j,k≤n
(∂
J
A′′e)
j,k¯
m,l(0) dzj ∧ dz¯k +O(|z|).
Considérons maintenant le hangement de repère σ = e · g donné par la formule
σl = el −
∑
1≤m≤rλ
1≤j,k≤n
(
Hj,kl,m zjzk + (∂JA
′′
e)
j,k¯
m,l(0) zj z¯k
)
em ∈ E(F
λ
J
)(Ux).
20
Un alul élémentaire montre que les oeients de la métrique hermitienne h par rapport à e
repère s'érivent sous la forme
(Hσ)l,m = δl,m +
∑
j,k
Hj,k¯l,m zj z¯k +O(|z|
3).
Si A′′σ désigne la forme de onnexion relative au repère σ on a la formule de hangement de
matrie de onnexion A′′σ = g
−1(∂¯
J
g + A′′e · g). Le fait que A
′′
e(x) = 0 et ∂¯J g(x) = 0 implique
alors l'égalité A′′σ(x) = 0. De plus au point x on a l'égalité
∂
J
A′′σ(x) = ∂J ∂¯J g(x) + ∂JA
′′
e(x) = 0.
On déduit alors d'après la formule 2.3 que la ourbure de Chern s'érit au point x sous la forme
Ch(F
λ
J
)|x = −
∑
m,l
∂
J
∂¯
J
hl,m(x) ⊗ σ
∗
m ⊗J σl.
qui montre la validité de la formule (6.5). La formule (6.6) est une onséquene immédiate des
identités
A′σ(x) = H
−1
σ (∂JHσ −A
′′
σ
t
Hσ)(x) = 0
et (6.2). 
6.2 La ourbure de Chern du bré tangent d'une variété presque omplexe
Dans le as du bré tangent d'une variété presque omplexe le tenseur de ourbure de Chern
Cω(TX,J) := Θ(D
ω
J
)1,1 ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X ⊗C T
∗
X,J ⊗C TX,J)(X)
s'érit sous la forme loale
Cω(TX,J) =
∑
1≤j,k,l,m≤n
Cj,kl,m ζ
∗
j ∧ ζ¯
∗
k ⊗ ζ
∗
m ⊗J ζl. (6.7)
La notation α ⊗ ζ∗l ⊗J ζm où α est une (1, 1)-forme par exemple doit être interprétée sous la
forme suivante. Si ξ1, ξ2 ∈ TX,x ⊗R C et η = ηlζl + η¯lζ¯l ∈ TX,x alors
α⊗ ζ∗l ⊗J ζm(ξ1, ξ2, η) = α(ξ1, ξ2) ηl ζm + α(ξ1, ξ2) ηl ζm.
En partiulier la ourbure de Chern du bré tangent
Cω
X,J
∈ E(T ∗,⊗2X,J ⊗C T
∗,⊗2
X,−J)(X)
est dénie par la formule
Cω
X,J
(ξ1 ⊗ η1, ξ2 ⊗ η2) := hω(Cω(TX,J )(ξ
1,0
1 , ξ
0,1
2 ) · η1, η2)
pour tout hamp de veteurs réels ξj , ηj ∈ E(TX)(U), j = 1, 2, où hω est la forme hermitienne
assoiée à ω. On rappelle qu'elle est dénie par la formule hω(ξ, η) := ω(ξ, Jη)− iω(ξ, η). Le fait
que Cω
X,J
soit une forme hermitienne sur le bré T⊗2X,J implique que la quantité C
ω
X,J
(ξ ⊗ η, ξ ⊗
η), ξ, η ∈ E(TX)(U) est réelle. On déduit alors les identités
Cω
X,J
(ξ ⊗ η, ξ ⊗ η) = ω(Cω(TX,J)(ξ, Jξ) · η, η)
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et
ω(Cω(TX,J )(ξ, Jξ) · η, Jη) = 0.
La ourbure de Chern du bré tangent s'érit en un point x où le repère (ζk)k ∈ E(T
1,0
X,J )
⊕n(U)
est hoisie ω(x)-orthonormé sous la forme
Cω
X,J
(x) =
∑
1≤j,k,l,m≤n
Cj,kl,m(x) ζ
∗
j ⊗ ζ
∗
m ⊗ ζ¯
∗
k ⊗ ζ¯
∗
l
ave la relation de symétrie hermitienne Cj,kl,m(x) = C
k,j
m,l(x).
Remarque. Le fait que la onnexion de Chern soit hermitienne implique que en un point x
on a Θ(Dω
J
)0,2|x = 0 si et seulement si Θ(D
ω
J
)2,0|x = 0. On peut montrer que Θ(D
ω
J
)0,2|x = 0 si le jet
d'ordre un de la forme de torsion de la struture presque omplexe est nul au point x.
7 Coordonnées presque omplexes d'ordre N en un point
Soient (z1, ..., zn) des oordonnées loales C
∞
entrées en x ∈ X telles que le repère loal
( ∂∂z1 , ...,
∂
∂zn
) soit une base omplexe de T 1,0X,J,x au point x. On désigne par MJ ∈ M2n,2n(E) la
matrie de la struture presque omplexe J ∈ E(End
C
(TX ⊗R C))(X) par rapport au repère
omplexe ( ∂∂z1 , ...,
∂
∂zn
, ∂∂z¯1 , ...,
∂
∂z¯n
). Le fait que J = J implique que la matrie MJ s'érit sous la
forme :
MJ(z) =
(
A(z) B(z)
B(z) A(z)
)
On voit alors que la struture presque omplexe s'exprime sous la forme :
J(z) =
∑
k,l
(
Ak,l(z) dzl ⊗
∂
∂zk
+Bk,l(z) dzl ⊗
∂
∂z¯k
+Bk,l(z) dz¯l ⊗
∂
∂zk
+Ak,l(z) dz¯l ⊗
∂
∂z¯k
)
ave A(0) = iIn, B(0) = 0n. Si on suppose que la struture presque omplexe est inté-
grable il existe d'après le théorème de Newlander-Nirenberg des oordonnées loales holomorphes
(z1, ..., zn). La struture presque omplexe s'érit alors par rapport à es oordonnées sous la
forme
J(z) = J0 = i
∑
k
(
dzk ⊗
∂
∂zk
− dz¯k ⊗
∂
∂z¯k
)
(7.1)
autrement dit A(z) ≡ i In, B(z) ≡ 0n. Ave les notations introduites préédemment on a la
proposition suivante.
Proposition 7.1 Pour tout point x d'une variété presque omplexe (X,J) et pour tout entier
N ≥ 2 il existe des oordonnées (z1, ..., zn) de lasse C
∞
entrées en x telles que les matri-
es A(z) et B(z) de la struture presque omplexe J relatives à es oordonnées admettent les
développements asymptotiques
A(z) = i In +
i
2
∑
|α+β|≤N
|α|,|β|≥1
Aα,β zαz¯β +O(|z|N+1) (7.2)
B(z) =
∑
|α+β|≤N
|α|≥1
Bα,β zαz¯β +O(|z|N+1) (7.3)
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où Aα,β , Bα,β ∈Mn,n(C) sont des matries telles que les oeients des matries B
α,β
vérient
la propriété ; Bα,βk,l = 0 pour tout l ≥ max{k ∈ {1, ..., n} |αk 6= 0}. Les matries A
α,β
sont
obtenues à partir des matries Bα,β, (ave la onvention B0,β := 0), grâe à la formule :
Aα,β =
[|α+β|/2]∑
k=1
∑
∑k
r=1 (ρr+µr)=α∑k
r=1 (λr+γr)=β
(−4)−(k−1)
−→∏
1≤r≤k
B
λr ,µr ·Bρr,γr (7.4)
où le symbole [c] désigne la partie entière de c et le symbole de produit ave une èhe vers la
droite désigne le produit non ommutatif des termes qui sont érits en ordre roissant de l'indie
vers la droite.
(Remarquons que dans la formule (7.4) la onvention B0,β = 0 implique que les sommes non
nulles sont elles orrespondantes aux multi-indies |λr|, |ρr| ≥ 1).
Dénition 7.2 Les oordonnées qui vérient les propriétés de l'énone de la proposition préé-
dente seront appelées oordonnées presque omplexes d'ordre N en x par rapport à la struture
J .
Dans le as partiulier N = 3 la formule (7.4) s'érit sous la forme ;
Aα,β =
∑
µ+ρ=α
λ+γ=β
B
λ
· Bρ,γ
On ré-énone la proposition préédente dans le as N = 3 sous une forme plus expliite et
pratique pour les aluls relatifs à la sous-setion qui suivra.
Corollaire 7.3 Pour tout point x d'une variété presque omplexe (X,J) il existe des oordon-
nées (z1, ..., zn) de lasse C
∞
entrées en x telles que les matries A(z) et B(z) de la struture
presque omplexe J relatives à es oordonnes admettent les développements asymptotiques
B(z) =
∑
r
Brzr +
∑
r,s
(
Br,s zrzs +B
r,s¯ zrz¯s
)
+
∑
r,s,t
(
Br,s,t zrzszt +B
r,s,t¯ zrzsz¯t +B
r,s¯,t¯ zrz¯sz¯t
)
+O(|z|4) (7.5)
A(z) = i In +
i
2
∑
r,s
B
r
·Bs zsz¯r +
i
4
∑
r,s,t
(
B
t,r¯
· Bs +B
t,s¯
·Br + 2B
t
·Br,s
)
zrzsz¯t
+
i
4
∑
r,s,t
(
B
t
· Br,s¯ +B
s
· Br,t¯ + 2B
s,t
· Br
)
zrz¯sz¯t +O(|z|
4) (7.6)
où Br, Br,s, Br,s¯, Br,s,t, Br,s,t¯, Br,s¯,t¯ ∈Mn,n(C) sont des matries telles que B
r,s
soit symétrique
par rapport aux indies r, s, Br,s,t par rapport à r, s, t, Br,s,t¯ par rapport à r, s, Br,s¯,t¯ par rapport
à s, t et Brk,l = 0 pour r ≤ l, B
r,s
k,l = 0 pour r, s ≤ l, B
r,s¯
k,l = 0 pour r ≤ l, B
r,s,t
k,l = 0 pour r, s, t ≤ l,
Br,s,t¯k,l = 0 pour r, s ≤ l, et B
r,s¯,t¯
k,l = 0 pour r ≤ l. De plus si on onsidère l'expression loale de la
forme de torsion de la struture presque omplexe
τ
J
=
∑
1≤k<l≤n
[ζk, ζl]
0,1
J
⊗ ζ∗k ∧ ζ
∗
l =
∑
1≤k<l≤n
1≤r≤n
N
r
k,l ζ
∗
k ∧ ζ
∗
l ⊗ ζ¯r
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où ζl := (∂/∂zl)
1,0
J
∈ E(T 1,0X,J)(Ux), l = 1, ..., n est le repère loale du bré des (1, 0)-veteurs T
1,0
X,J
issue des oordonnées (z1, ..., zn) on a l'expression
N
r
k,l(z) =
i
2
Blr,k +
i
2
∑
s
[
2(Bl,sr,k −B
k,s
r,l ) zs +B
l,s¯
r,k z¯s
]
+O(|z|2)
pour tout k < l. Le jet d'ordre k = 0, 1 de la forme de torsion de la struture presque omplexe
au point x est nul si et seulement si les oeients B∗,∗(z) de la struture presque omplexe
relatifs aux oordonnées en question s'annulent à l'ordre k + 1.
Les oordonnées préédentes seront appelées oordonnées presque omplexes d'ordre 3 au point
x.
Preuve de la proposition 7.1
I) Les hangements de oordonnées
La ondition J2 = −I est exprimée par les onditions loales A2 = −In − B · B et A · B =
−B · A. Le hoix fait sur les oordonnées loales implique que relativement à elles-i on a
J(0) = J0, A(0) = i In, B(0) = 0n. La relation A
2 = −In −B ·B implique alors que la matrie
A admet un développement asymptotique du type A(z) = i In + O(|z|
2). Si Z = Φ(z) est un
hangement de oordonnées alors la matrie de la struture presque omplexe
MJ(Z) =
(
A(Z) B(Z)
B(Z) A(Z)
)
par rapport aux nouvelles oordonnées est donné par la formule MJ(Z) = dΦ ·MJ(z) · dΦ
−1
.
De manière expliite on a alors les formules
Ak,l(Z) :=
∑
s,t
(
As,t(Z)
∂zt
∂Zl
∂Zk
∂zs
+Bs,t(Z)
∂zt
∂Zl
∂Zk
∂z¯s
+Bs,t(Z)
∂z¯t
∂Zl
∂Zk
∂zs
+As,t(Z)
∂z¯t
∂Zl
∂Zk
∂z¯s
)
(7.7)
Bk,l(z) :=
∑
s,t
(
As,t(Z)
∂zt
∂Zl
∂Z¯k
∂zs
+Bs,t(Z)
∂zt
∂zl
∂Z¯k
∂z¯s
+Bs,t(Z)
∂z¯t
∂Zl
∂Z¯k
∂zs
+As,t(Z)
∂z¯t
∂Zl
∂Z¯k
∂z¯s
)
. (7.8)
Considérons maintenant pour tout entier N ≥ 1 les hangements de oordonnées Z = ΦN(z)
Zk = zk −
∑
|α+β|=N+1
|α|≥1
iB
α−δl(α),β
k,l(α)
2αl(α)
zβ z¯α
où l(α) := max{r ∈ {1, ..., n} |αr 6= 0} et les oeients B
α,β, |α + β| = N seront dénis dans
la suite. On onsidère aussi les hangements inverses
zk = Zk +
∑
|α+β|=N+1
|α|≥1
iB
α−δl(α),β
k,l(α)
2αl(α)
ZβZ¯α +O(|Z|2N+1)
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On dénit aussi
Bα−δl,βk,l := B
α−δl,β
k,l − αl ·
B
α−δl(α),β
k,l(α)
αl(α)
pour tout les multi-indies α tels que αl ≥ 1. Ave la onvention 0 = max ∅, on a alors B
α,β
k,l = 0
pour tout les multi-indies |α+ β| = N tels que l(α) ≤ l. Ave la onvention préédente on a en
partiulier B0,β = 0 lorsque |β| = N . On a les expressions suivantes pour les dérivées partielles :
∂zt
∂Zl
= δt,l +
∑
|α+β|=N+1
|α|, βl≥1
βl ·
iB
α−δl(α),β
t,l(α)
2αl(α)
Zβ−δlZ¯α +O(|Z|2N )
∂zt
∂Z¯l
=
∑
|α+β|=N+1
αl≥1
αl ·
iB
α−δl(α),β
t,l(α)
2αl(α)
ZβZ¯α−δl +O(|Z|2N )
∂Zk
∂zs
= δs,k −
∑
|α+β|=N+1
|α|, βs≥1
βs ·
iB
α−δl(α),β
k,l(α)
2αl(α)
Zβ−δsZ¯α +O(|Z|2N )
∂Zk
∂z¯s
= −
∑
|α+β|=N+1
αs≥1
αs ·
iB
α−δl(α),β
k,l(α)
2αl(α)
ZβZ¯α−δs +O(|Z|2N )
Nous allons montrer maintenant à l'aide d'une réurrene sur N , l'existene de oordonnées pour
lesquelles les matries A(z) et B(z) admettent les développements asymptotiques (7.2) et (7.3)
ave les onditions sur les oeients Bα,βk,l expliquées dans l'énone du lemme. On ommene
par eetuer le hangement de oordonnées Z = Φ1(z) où les matries B
α,β, |α + β| = 1 qui
apparaissent dans la dénition de tel hangement sont elles du développement :
B(z) =
∑
|α+β|=1
Bα,β zαz¯β +O(|z|2)
(rappelons que B(0) = 0n). En substituant les expressions des dérivées partielles relatives au
hangement de oordonnées Z = Φ1(z) et en tenant ompte des développements asymptotiques
des matries A(z) et B(z) obtenues préédemment dans les expressions (7.7), (7.8) on aura,
relativement aux nouvelles oordonnées, les développements asymptotiques suivants :
Ak,l(Z) =
∑
s,t
As,t(Z)
∂zt
∂Zl
∂Zk
∂zs
+O(|Z|2) = i δk,l +O(|Z|
2)
Bk,l(Z) =
∑
s
i
( ∂zs
∂Zl
∂Z¯k
∂zs
−
∂z¯s
∂Zl
∂Z¯k
∂z¯s
)
+Bk,l(Z) +O(|Z|
2) =
= −
∑
|α+β|=2
αl≥1
αl ·
B
α−δl(α),β
k,l(α)
αl(α)
Zα−δlZ¯β +Bk,l(Z) +O(|Z|
2) =
=
∑
|α+β|=2
αl≥1
Bα−δl,βk,l Z
α−δlZ¯β +O(|Z|2)
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Pour simplier les notations dans les aluls qui suivront on va noter à partir de maintenant A à la
plae deA,B à la plae de B et z à la plae de Z. Ave es notations on a alors que la matrie B(z)
peut être érite sous la forme asymptotique (7.3) ave N = 1 et les onditions orrespondantes
sur les oeients Bα,βk,l . La relation A
2 = −In − B · B entraîne alors que la matrie A(z)
admet le développement asymptotique (7.2) ave N = 2. Supposons maintenant qu'il existe des
oordonnées telles que la matrie B(z) admette le développement (7.3) relativement à l'entier
N − 1, N ≥ 2. On peut alors érire le développement asymptotique suivant :
B(z) =
∑
|α+β|≤N−1
|α|≥1
Bα,β zαz¯β +
∑
|α+β|=N
Bα,β zαz¯β +O(|z|N+1)
relativement aux oordonnées en question, où Bα,βk,l = 0 pour l ≥ l(α), |α+ β| ≤ N − 1, |α| ≥ 1.
L'expression préédente de B(z) ombinée ave la relation A2 = −In − B · B implique que la
matrie A(z) s'érit sous la forme (7.2). On onsidère maintenant le hangement de oordon-
nées Z = ΦN (z) où les matries B
α,β, |α + β| = N qui apparaissent dans la dénition de tel
hangement sont elles qui apparaissent dans l'expression asymptotique préédente de B(z).
Par rapport aux nouvelles oordonnées les matries A(z) et B(z) admettent les développements
asymptotiques suivants :
Ak,l(Z) =
∑
s,t
As,t(Z)
∂zt
∂Zl
∂Zk
∂zs
+O(|Z|N+1) =
= iδk,l +
i
2
∑
|α+β|≤N
|α|,|β|≥1
Aα,βk,l Z
αZ¯β +O(|Z|N+1),
Bk,l(ζ) =
∑
s
i
( ∂zs
∂Zl
∂Z¯k
∂zs
−
∂z¯s
∂Zl
∂Z¯k
∂z¯s
)
+Bk,l(Z) +O(|Z|
N+1) =
= −
∑
|α+β|=N+1
αl≥1
αl ·
B
α−δl(α),β
k,l(α)
αl(α)
Zα−δlZ¯β +Bk,l(Z) +O(|Z|
N+1) =
=
∑
|α+β|≤N−1
|α|≥1
Bα,βk,l Z
αZ¯β +
∑
|α+β|=N+1
αl≥1
Bα−δl,βk,l Z
α−δlZ¯β +O(|Z|N+1).
De la même façon que préédemment, on va noter à partir de maintenant A à la plae de A,
B à la plae de B et z à la plae de Z. Ave es notations on obtient en onlusion que les
matries A(z) et B(z) peuvent être érites sous les formes asymptotiques (7.2) et (7.3), ave les
onditions orrespondantes sur les oeients Bα,βk,l .
II) Preuve de la formule (7.4)
On montre maintenant la formule (7.4) à l'aide d'une réurrene sur N ≥ 2. Pour simplier les
notations dans les aluls qui suivront on utilisera les onventions Aα,0 = A0,β = 0. En tenant
ompte des expressions (7.2) et (7.3) pour 2 ≤ N ≤ 3 on peut érire la relation A2 = −In−B ·B
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sous la forme
−In −
∑
|α+β|≤N
Aα,β zαz¯β +O(|z|N+1) =
= −In −
∑
|α+β|≤N
( ∑
µ+ρ=α
λ+γ=β
B
λ
·Bρ,γ
)
zαz¯β +O(|z|N+1),
(rappelons qu'on utilise la onvention B0,β = 0). On a alors
Aα,β =
∑
µ+ρ=α
λ+γ=β
B
λ
· Bρ,γ
pour 2 ≤ |α + β| ≤ 3, qui n'est rien d'autre que la formule (7.4) dans les as partiuliers en
onsidération. Nous supposons maintenant avoir montré la formule (7.4) pour 2 ≤ |α+ β| ≤ N .
Comme préédemment la relation A2 = −In−B ·B s'érit, à l'aide des expressions (7.2) et (7.3)
pour N + 1, sous la forme :
−In −
∑
|α+β|≤N+1
Aα,β zαz¯β −
1
4
∑
|α+β|≤N+1
( ∑
λ+ρ=α
µ+γ=β
Aλ ·Aρ,γ
)
zαz¯β +O(|z|N+2) =
= −In −
∑
|α+β|≤N+1
( ∑
µ+ρ=α
λ+γ=β
B
λ
·Bρ,γ
)
zαz¯β +O(|z|N+2)
Cette identité implique que pour tout α, β, |α+ β| = N + 1 on a :
Aα,β =
∑
µ+ρ=α
λ+γ=β
B
λ
· Bρ,γ −
1
4
∑
λ+ρ=α
µ+γ=β
Aλ · Aρ,γ .
En rappelant la onvention A0,β = Aα,0 = 0 on a que les termes non nuls de la dernière somme
sont les termes relatifs aux multi-indies |λ+ µ|, |ρ+ γ| ≤ N . En utilisant l'hypothèse réursive
relativement à l'expression (7.4) on peut érire l'expression préédente de la matrie Aα,β sous
la forme ;
Aα,β =
∑
µ+ρ=α
λ+γ=β
B
λ
Bρ,γ −
−
1
4
∑
λ+ρ=α
µ+γ=β
1≤k1≤[|λ+µ|/2]
1≤k2≤[|ρ+γ|/2]
∑
∑k1
r1=1
(ρr1+µr1 )=λ∑k1
r1=1
(λr1+γr1 )=µ∑k2
r2=1
(ρr2+µr2 )=ρ∑k2
r2=1
(λr2+γr2 )=γ
(−4)−(k1+k2−2)
−→∏
1≤r1≤k1
B
λr1 ,µr1Bρr1 ,γr1
−→∏
1≤r2≤k2
B
λr2 ,µr2Bρr2 ,γr2 .
En analysant l'ensemble des indies qui apparaissent sous les sommes préédentes on s'aperçoit
de la validité de l'expression (7.4) relativement aux multi-indies α, β en onsidération. 
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Preuve du orollaire 7.3
Le repère loal ζk = (∂/∂zk)
1,0
J
, k = 1, ..., n s'érit sous la forme
ζk =
1
2
∂
∂zk
−
i
2
∑
r
(
Ar,k
∂
∂zr
+Br,k
∂
∂z¯r
)
=
=
∂
∂zk
+
1
4
∑
p,h,t,j
B
h
t,jB
p
j,k zpz¯h
∂
∂zt
−
i
2
∑
t
jet2Bt,k(z)
∂
∂z¯t
+O(|z|3)
où jet2Bt,l(z) désigne le jet d'ordre 2 du oeient Bt,l de la struture presque omplexe J par
rapport aux oordonnées en question. On déduit alors failement l'expression suivante pour le
rohet
[ζk, ζl] =
i
2
∑
r
{
Blr,k +
∑
p
[
2(Bl,pr,k −B
k,p
r,k ) zp +B
l,p¯
r,k z¯p
]} ∂
∂z¯r
−
1
4
∑
pr,j
B
p
r,jB
l
j,k z¯p
∂
∂zr
+O(|z|2).
En tenant ompte de l'expression de la struture presque omplexe à l'ordre un
J(z) = i
∑
k
(
dzk ⊗
∂
∂zk
− dz¯k ⊗
∂
∂z¯k
)
+
∑
k,l,p
(
Bpk,l zp dzl ⊗
∂
∂z¯k
+B
p
k,l z¯p dz¯l ⊗
∂
∂zk
)
+O(|z|2)
on obtient l'expression
J [ζk, ζl] =
1
2
∑
r
{
Blr,k +
∑
p
[
2(Bl,pr,k −B
k,p
r,k ) zp +B
l,p¯
r,k z¯p
]} ∂
∂z¯r
+
i
4
∑
pr,j
B
p
r,jB
l
j,k z¯p
∂
∂zr
+O(|z|2).
On déduit alors l'expression
[ζk, ζl]
0,1
J
=
i
2
∑
r
{
Blr,k+
∑
p
[
2(Bl,pr,k−B
k,p
r,k ) zp+B
l,p¯
r,k z¯p
]} ∂
∂z¯r
−
1
4
∑
pr,j
B
p
r,jB
l
j,k z¯p
∂
∂zr
+O(|z|2).
En tenant ompte de l'expression
ζ¯r =
∂
∂z¯r
+
i
2
∑
s,p
B
p
s,r z¯p
∂
∂zs
+O(|z|2)
on déduit l'expression voulue pour les oeients N
∗
∗,∗ de la forme de torsion de la struture
presque omplexe. Ces oeients s'annulent à l'ordre k = 0, 1 si et seulement si les oe-
ients B∗,∗(z) de la struture presque omplexe s'annulent à l'ordre k + 1. En eet supposons
que T k,l,sr := B
l,s
r,k − B
k,s
r,l soit nul pour tout les indies k, l, s, r. Si k ou l est le maximum de
l'ensemble {k, l, s} alors on a immédiatement Bl,sr,k = B
k,s
r,l = 0. Sinon, s = max{k, l, s} et don
T k,s,lr = B
s,l
r,k = B
l,s
r,k = 0. 
Le alul fait dans la preuve du orollaire 7.3 montre que M∗ = O(|z|2). Une onséquene
immédiate des formules (7.7) et (7.8) est le orollaire suivant.
Corollaire 7.4 Soient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes à l'ordre N ≥ 1 en un
point x et soit Zk = zk +
∑
|α|=N+1 C
k
α z
α
un hangement de oordonnées holomorphe. Alors
les oordonnées (Z1, ..., Zn) sont presque omplexes à l'ordre N en x et les oeients B
∗,∗
∗,∗ du
jet d'ordre N de la struture presque omplexe par rapport aux nouvelles oordonnées sont les
mêmes que les oeients relatifs aux oordonnées (z1, ..., zn).
28
8 Expression asymptotique normale à l'ordre un d'une onnexion
de Chern sur le bré tangent
Le lemme suivant est néessaire pour le alul asymptotique du ot géodésique induit par
une onnexion de Chern sur le bré tangent. L'expression asymptotique du ot de Chern est
utile pour une tehnique de régularisation globale des (1, 1)-ourants positifs du type i∂
J
∂¯
J
u sur
les variétés presque omplexes (voir le hapitre trois pour plus de détails). Ce lemme et elui
qui suivra montrent de façon optimale ombien on est loin du as Kählerien, où on dispose de
oordonnées géodésiques omplexes entrées en un point.
Lemme 8.0.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe, ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) une métrique her-
mitienne et soient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes d'ordre N ≥ 2 en un point x
telles que le repère normal (ζk + ζ¯k)k ∈ E(TX)(Ux), ζk = (∂/∂zk)
1,0
J
soit ω(x)-orthonormé. La
métrique ω s'érit alors sous la forme
ω =
i
2
∑
l,m
[
hl,m +
i
4
∑
j,k,r
Bjr,lB
k
r,m zj z¯k
]
dzl ∧ dz¯m
−
1
4
∑
l,m
jet2Bl,m(z) dzl ∧ dzm −
1
4
∑
l,m
jet2Bl,m(z) dz¯l ∧ dz¯m +O(|z|
3), (8.1)
où
hl,m = δl,m +
∑
p
(
Hpl,m zp +H
p
m,l z¯p
)
+
∑
p,h
(
Hp,hl,m zpzh +H
p,h
m,l z¯pz¯h +H
p,h¯
l,m zpz¯h
)
+O(|z|3)
et jet2Bl,m désigne le jet d'ordre 2 du oeient Bl,m de la struture presque omplexe J par
rapport aux oordonnées en question. Pour tous hamps de veteurs réels η =
∑
k (ηk
∂
∂zk
+ η¯k
∂
∂z¯k
)
∈ E(TX)(Ux) on a l'expression asymptotique de la dérivée de Chern
Dω
J
η =
∑
k
[
dηk +
∑
l
(
Ek,l ηl −
i
2
(d jet2Bk,l ) η¯l
)]
⊗
J0
∂
∂zk
+O(|z|2),
où
Ek,l :=
∑
p
[
Hpl,k +
∑
h
(Sp,hk,l zh + S
p,h¯
k,l z¯h)
]
dzp +
∑
p,h
(Sp¯,hk,l zh + S
p¯,h¯
k,l z¯h) dz¯p.
Les oeients S∗,∗k,l sont données par les formules
Sp¯,hk,l =
1
4
∑
j
(B
j
k,p −B
p
k,j)B
h
j,l , S
p¯,h¯
k,l =
i
2
B
h,l¯
k,p −
i
2
∑
j
Hjl,kB
h
j,p ,
Sp,hk,l = 2H
p,h
l,k −
i
2
Bh,k¯l,p −
∑
j
(
Hpl,jH
h
j,k +
i
2
H
j
k,lB
h
j,p
)
, Sp,h¯k,l = −C
p,h
k,l (0)−
1
4
∑
j
B
j
k,hB
p
j,l,
où Cp,hk,l (0) sont les oeients de la ourbure de Chern
Cω(TX,J) =
∑
j,k,m,l
Cj,km,l(0) dzj ∧ dz¯k ⊗ dzl ⊗J0
∂
∂zm
+O(|z|).
au point x. Ils sont donnés par la formule
Cj,km,l(0) = −H
j,k¯
l,m +
1
4
∑
r
[
4Hjl,rH
k
m,r + (B
k
m,r −B
r
m,k)B
j
r,l + (B
j
l,r −B
r
l,j)B
k
r,m
]
. (8.2)
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Preuve
On déduit failement d'après la preuve du orollaire 7.3 l'expression asymptotique à l'ordre deux
du repère (ζl)l et du repère dual (ζ
∗
l )l. On a les expressions asymptotiques suivantes.
ζl =
∂
∂zl
+
1
4
∑
p,h,t,j
B
h
t,jB
p
j,l zpz¯h
∂
∂zt
−
i
2
∑
t
jet2Bt,l(z)
∂
∂z¯t
+O(|z|3) (8.3)
ζ∗l = dzl −
i
2
∑
t
jet2Bl,t(z) dz¯t +O(|z|
3). (8.4)
En tenant ompte de ette dernière expression on déduit que la métrique ω = i2
∑
l,m hl,m ζ
∗
l ∧ ζ¯
∗
m
s'érit sous la forme (8.1). On alule maintenant les expressions asymptotiques des oeients
U∗, dénis dans la setion 1, relativement au repère ζl = (∂/∂zl)
1,0
J
, l = 1, ..., n. Pour tout indie
k, h on a
[ζk, ζ¯h] =
∑
r,l
[ i
2
B
l,k¯
r,h z¯l +
1
4
∑
j
(B
j
r,h −B
h
r,j)B
l
j,k zl
] ∂
∂zr
+
∑
r,l
[ i
2
Bl,h¯r,k zl +
1
4
∑
j
(Bkr,j −B
j
r,k)B
l
j,h z¯l
] ∂
∂z¯r
+O(|z|2)
En tenant ompte de l'expression de la struture presque omplexe à l'ordre un
J(z) = i
∑
k
(
dzk ⊗
∂
∂zk
− dz¯k ⊗
∂
∂z¯k
)
+
∑
k,l,p
(
Bpk,l zp dzl ⊗
∂
∂z¯k
+B
p
k,l z¯p dz¯l ⊗
∂
∂zk
)
+O(|z|2)
on obtient l'expression
J [ζk, ζ¯h] =
∑
r,l
[
−
1
2
B
l,k¯
r,h z¯l +
i
4
∑
j
(B
j
r,h −B
h
r,j)B
l
j,k zl
] ∂
∂zr
+
∑
r,l
[1
2
Bl,h¯r,k zl −
i
4
∑
j
(Bkr,j −B
j
r,k)B
l
j,h z¯l
] ∂
∂z¯r
+O(|z|2)
On a alors
[ζk, ζ¯h]
1,0
J
=
∑
r,l
[1
4
∑
j
(B
j
r,h −B
h
r,j)B
l
j,k zl +
i
2
B
l,k¯
r,h z¯l
] ∂
∂zr
+O(|z|2).
En tenant ompte de l'expression asymptotique à l'ordre un du repère (ζk)k on déduit l'expression
U rk,h(z) =
∑
l
[1
4
∑
j
(B
j
r,h −B
h
r,j)B
l
j,k zl +
i
2
B
l,k¯
r,h z¯l
]
+O(|z|2), (8.5)
qui nous donne l'expression normale asymptotique à l'ordre un de la forme de onnexion A′′ζ
relative au repère normal ζk = (∂/∂zk)
1,0
J
. Nous alulons maintenant l'expression asymptotique
à l'ordre un de la forme de onnexion A′ζ à l'aide de l'expression préédente de la forme A
′′
ζ . La
matrie inverse H−1 = (hr,k) admet le developpement asymptotique suivant.
hr,k = δr,k −
∑
j
(Hjr,k zj +H
j
k,r z¯j) +O(|z|
2).
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En utilisant l'expression de la forme A′ζ obtenue dans la preuve du théorème 5.1 on déduit
l'expression
(A′ζ)k,l =
∑
r
hr,k∂
J
hl,r +
∑
p
U
l
k,p dzp +O(|z|
2),
ave ∂
J
hl,r =
∑
p (ζp .hl,r)ζ
∗
p , où
ζp .hl,r = H
p
l,r +
∑
h
[(
2Hp,hl,r −
i
2
∑
t
H
t
r,lB
h
t,p
)
zh +H
p,h¯
l,r z¯h
]
+O(|z|2).
En utilisant l'expression du jet d'ordre un du repère (ζ∗p)p on obtient l'expression
∂
J
hl,r =
∑
p
{
Hpl,r +
∑
h
[(
2Hp,hl,r −
i
2
∑
t
H
t
r,lB
h
t,p
)
zh +H
p,h¯
l,r z¯h
]}
dzp
−
i
2
∑
p,t,h
Htl,rB
h
t,p z¯h dz¯p +O(|z|
2).
On déduit alors l'expression asymptotique à l'ordre un de la forme de onnexion de Chern
Aζ = A
′
ζ +A
′′
ζ .
Aζ = ∂Jhl,k −
∑
p,r,j
Hpl,r(H
j
r,k zj +H
j
k,r z¯j) dzp +
∑
p
(U
l
k,p dzp − U
k
l,p dz¯p).
La matrie de la forme de onnexion de l'extension Dω
J
: E(TX⊗R C) −→ E(T
∗
X ⊗R (TX⊗R C)) de
la onnexion de Chern au omplexié du bré tangent TX ⊗R C par rapport au repère (ζk, ζ¯k)k
est
Aζ,ζ¯ =
(
Aζ 0n
0n Aζ
)
.
On doit maintenant aluler la matrie Az de la forme de onnexion de l'extension de la on-
nexion de Chern par rapport au repère ( ∂∂zk ,
∂
∂z¯k
)k du omplexié du bré tangent TX ⊗R C. La
formule (8.3) nous donne l'expression asymptotique de la matrie g−1 du hangement de repère
(ζk, ζ¯k)k = (
∂
∂zk
, ∂∂z¯k )k · g
−1
. Les expressions asymptotiques à l'ordre deux des matries g et g−1
sont les suivantes
g =

 In − i2 jet2B
i
2 jet2B In

+O(|z|3), g−1 =

 T i2 jet2B
− i2 jet2B T

+O(|z|3),
où Tk,l = δk,l +
1
4
∑
p,h,j B
h
k,jB
p
j,l zpz¯h. La matrie de la forme de onnexion qu'on herhe est
donnée par la formule Az = g
−1(dg +Aζ,ζ¯ g). On a alors les expressions asymptotiques
Az = g
−1

 Aζ − i2d jet2B
i
2d jet2B Aζ

+O(|z|3) =

 E − i2d jet2B
i
2d jet2B E

+O(|z|3),
e qui nous donne l'expression voulue de la onnexion de Chern. Le fait que le repère (ζk+ ζ¯k)k ∈
E(TX)(U) soit ω(x)-orthonormé en x entraîne qu'on dispose de l'égalité (2.3) au point x. On en
déduit don la formule
Cm,l(x) =
(
∂¯
J
∂
J
hl,m −
∑
r
∂¯
J
hr,m ∧ ∂Jhl,r + ∂J (A
′′
ζ )m,l − ∂¯J (A
′′
ζ )l,m
)
(x).
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pour les oeients de l'expression loale (6.7) du tenseur de ourbure de Chern du bré tangent.
On a l'expression
∂¯
J
∂
J
H = −
∑
j,k
∂
∂z¯k
(ζj .H) dzj ∧ dz¯k +O(|z|)
ave ζj .H =
∑
p (2H
j,p zp +H
j,p¯ z¯p) +O(|z|
2). On déduit alors l'expression
∂¯
J
∂
J
H = −
∑
j,k
Hj,k¯ dzj ∧ dz¯k +O(|z|).
On a aussi l'expression
∂
J
A′′ζ =
∑
j,k
∂
∂z¯j
(A′′ζ )
k dzj ∧ dz¯k +O(|z|).
En rappelant l'expression normale asymptotique (8.5) de la forme de onnexion A′′ζ par rapport
au repère normal (ζk)k on déduit l'expression
∂
J
(A′′ζ )m,l =
1
4
∑
j,k,r
(B
k
m,r −B
r
m,k)B
j
r,l dzj ∧ dz¯k +O(|z|).
En ombinant les expressions ainsi obtenues on obtient l'expression (8.2) pour les oeients
Cj,km,l(x) de la ourbure au point x. 
8.1 Le as d'une métrique sympletique sur une variété presque omplexe
Dans le as où la variété presque omplexe admet une métrique sympletique, ertains des
oeients du lemme préédent se simplient. On a le lemme suivant.
Lemme 8.1.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe admettant une métrique sympletique
ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X). Pour tout point x on peut hoisir des oordonnées presque omplexes (z1, ..., zn)
d'ordre N ≥ 2 en x telles que
ω =
i
2
∑
l
dzl ∧ dz¯l +
i
2
∑
l,m,j,k
[
Hj,kl,m zjzk +H
j,k
m,l z¯j z¯k +
(
Hj,k¯l,m +
i
4
∑
r
Bjr,lB
k
r,m
)
zj z¯k
]
dzl ∧ dz¯m
−
1
4
∑
l,m
jet2Bl,m(z) dzl ∧ dzm −
1
4
∑
l,m
jet2Bl,m(z) dz¯l ∧ dz¯m +O(|z|
3).
Quels que soient les oordonnées presque omplexes (z1, ..., zn) d'ordre N ≥ 2 en x pour lesquelles
la métrique ω s'érit sous la forme préédente on a l'expression suivante pour le tenseur de
ourbure de Chern.
Cω(TX,J ) =
∑
j,k,m,l
Cj,km,l(0) dzj ∧ dz¯k ⊗ dzl ⊗J0
∂
∂zm
+O(|z|)
ave
Cj,km,l(0) = −H
j,k¯
l,m +
1
4
∑
r
[
(B
k
m,r −B
r
m,k)B
j
r,l + (B
j
l,r −B
r
l,j)B
k
r,m
]
.
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Contrairement au as Kählerien, (voir [B-D-I-P℄) on ne peut pas éliminer les termes Hj,kl,m zjzk et
H
j,k
m,l z¯j z¯k. L'obstrution dérive des termes d'ordre un du jet de la torsion de la struture presque
omplexe.
Preuve
Soient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes d'ordre un au point x et (ζk + ζ¯k)k ∈
E(TX)(U), ζk = (∂/∂zk)
1,0
J
un repère ω(x)-orthonormé. En onsidérant l'expression du jet d'or-
dre un du repère (ζ∗k)k on obtient l'expression loale suivante de la métrique
ω =
i
2
∑
l
dzl ∧ dz¯l +
i
2
∑
l,m,p
(
Hpl,m zp +H
p
m,l z¯p
)
dzl ∧ dz¯m
−
1
4
∑
l,m,p
Bpl,m zp dzl ∧ dzm −
1
4
∑
l,m
B
p
l,m,p z¯p dz¯l ∧ dz¯m +O(|z|
2).
Le fait que la métrique ω soit sympletique implique l'égalité Hpl,m = H
l
p,m. En eetuant le
hangement de variables
Zm = zm +
1
2
∑
p,l
Hpl,m zpzl
on obtient, d'après le orollaire 7.4, des oordonnées presque omplexes (Z1, ..., Zn) à l'ordre
un en x ave les mêmes oeients B∗,∗∗,∗ du jet d'ordre un de la struture presque omplexe.
L'expression de la métrique par rapport aux nouvelles oordonnées est
ω =
i
2
∑
l
dZl ∧ dZ¯l −
1
4
∑
l,m,p
Bpl,m Zp dZl ∧ dZm −
1
4
∑
l,m
B
p
l,m,p Z¯p dZ¯l ∧ dZ¯m +O(|Z|
2).
A partir des oordonnées ainsi obtenues on peut onstruire (d'après la preuve de la proposition
7.1) des oordonnées presque omplexes d'ordre N ≥ 2 en x tout en onservant les oeients
B∗,∗∗,∗ du jet d'ordre un de J . En tenant ompte de l'expression (8.4) du jet d'ordre deux du repère
(ζ∗k)k par rapport aux oordonnées en question on déduit failement que la métrique ω s'érit
sous la forme donnée dans l'énoné du lemme. 
8.2 Expression asymptotique normale du ot géodésique d'une onnexion de
Chern sur le bré tangent
On rappelle que par dénition expz(v) := γ(1), où γ : [0, 1] −→ X est la ourbe géodésique
solution de l'équation diérentielle ordinaire (γ∗Dω
J
)γ˙ = 0, γ˙ := dγ/dt ∈ E(γ∗TX)((0, 1]) ave
les onditions initiales γ(0) = z et γ˙(0) = v. Le résultat suivant est une généralisation dans le
as presque omplexe non intégrable d'un alul fait par Demailly dans [Dem-2℄.
Théorème 8.1 Soit (X,J) une variété presque omplexe, ω ∈ E(Λ1,1
J
T ∗X)(X) une métrique
hermitienne et soient (z1, ..., zn) des oordonnées presque omplexes d'ordre N ≥ 2 en un point
x telles que le repère normal (ζk + ζ¯k)k ∈ E(TX)(Ux), ζk = (∂/∂zk)
1,0
J
soit ω(x)-orthonormé. Le
ot géodésique exp : U ⊂ TX −→ X induit par la onnexion de Chern du bré tangent
Dω
J
: E(TX,J ) −→ E(T
∗
X ⊗R TX,J)
assoié à la métrique ω, (ii U ⊂ TX désigne un voisinage ouvert de la setion nulle), admet
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l'expression asymptotique suivante au point (x, 0) ∈ TX,x :
expz(v)k = zk + vk −
1
2
∑
l,p,h
[(
Sˆp,hk,l zh + S
p,h¯
k,l z¯h
)
vpvl +
(
Sp¯,hk,l zh + S
p¯,h¯
k,l z¯h
)
v¯pvl
]
+
i
4
∑
p,l
[
B
p
k,l +
∑
h
(
B
p,h¯
k,l zh + 2B
p,h
k,l z¯h
)]
v¯pv¯l +O(|v|
2(|z|2 + |v|))
où v =
∑
k (vk
∂
∂zk
+v¯k
∂
∂z¯k
) ∈ TX,z, Sˆ
p,h
k,l := 2H
p,h
l,k −
i
2B
h,k¯
l,p −
i
2
∑
j H
j
k,lB
h
j,p et les autres oeients
S∗,∗k,l sont donnés dans l'énone du lemme 8.0.1.
Preuve. Par rapport aux oordonnées presque omplexes en question nous onsidérons les éri-
tures γ(t) ≡ (γ1(t), ..., γn(t)) et
γ˙(t) =
∑
k
(
γ˙k(t)
∂
∂zk
|
γ (t)
+ γ˙k(t)
∂
∂z¯k
|
γ (t)
)
.
On pose par dénition γ¨k := d
2γk/dt
2
. On déduit d'après le lemme 8.0.1 que l'équation diéren-
tielle ordinaire (γ∗Dω
J
)γ˙ = 0 s'érit sous la forme
γ¨k(t) +
∑
l
[
Ek,l |γ(t)(γ˙(t)) · γ˙l(t)−
i
2
d jet2Bk,l |γ(t)(γ˙(t)) · γ˙l(t)
]
+O(|γ(t)|2)|γ˙(t)|2 = 0. (8.6)
Les onditions initiales γ(0) = z et γ˙(0) = v donnent l'expression asymptotique γk(t) = zk +
tvk + O(t
2|v|2). On remarque que si τ
J
(x) = 0 alors le terme d'erreur est O(t2|z| |v|2). En
remplaçant l'expression préédente dans l'équation (8.6) et en remarquant qu'on peut toujours
supposer la ondition Hpl,k = −H
l
p,k on obtient l'expression asymptotique suivante pour les
dérivées deuxièmes de la ourbe γ :
γ¨k(t) = −
∑
l,p,h
[(
Sˆp,hk,l zh + S
p,h¯
k,l z¯h
)
vpvl +
(
Sp¯,hk,l zh + S
p¯,h¯
k,l z¯h
)
v¯pvl
]
+
i
2
∑
p,l
[
B
p
k,l +
∑
h
(
B
p,h¯
k,l zh + 2B
p,h
k,l z¯h
)]
v¯pv¯l +O(|v|
2(|z|2 + |v|))(t).
Si τ
J
(x) = 0 alors le alul peut être eetue ave plus de préision ar les termes B
p
k,l sont nuls
dans e as. Le terme d'erreur serait alors O(|v|2(|z|2 + |v|)2)(t). En intégrant deux fois de suite
l'expression préédente on obtient l'expression asymptotique
γk(t) = zk + tvk −
t2
2
∑
l,p,h
[(
Sˆp,hk,l zh + S
p,h¯
k,l z¯h
)
vpvl +
(
Sp¯,hk,l zh + S
p¯,h¯
k,l z¯h
)
v¯pvl
]
+
it2
4
∑
p,l
[
B
p
k,l +
∑
h
(
B
p,h¯
k,l zh + 2B
p,h
k,l z¯h
)]
v¯pv¯l +O(|v|
2(|z|2 + |v|))(t)
qui permet de onlure la preuve du théorème. 
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